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在 数学 的 教学 和 研究 中 、 经 常 要 从 正面 肯定 某 个 命题 成 立 ， 
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主要 手段 ， 而 交大 多 数 的 数学 书籍 ， 主 要 至 力 于 证 明 在 荣 些 条 件 
下 其 一 结 沦 是 真 ， 很 少 谈 到 在 另 一 些 条 件 下 某 一 结论 是 真 还 是 错 
误 的 , 即 用 来 说 明 某 此 命题 不 真 的 反例 则 较 少 ,这 不 利于 学 习 的 深 
入 .因此 ,比较 系统 地 汇集 业 个 数学 分 支 的 反例 ,以 织 补 这 方面 的 
不 足 ,无 疑 是 十 分 有 益 的 ， 然 而 ,目前 国内 还 没有 一 本 泛 函 分 析 反 
例 方面 的 专门 营 作 ，、 也 未 见 到 国外 的 ， 本 书 就 是 填补 这 一 空 全 的 
尝试. 
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为 了 这 合 不 同 程度 的 读者 的 需要 ， 本 节 纺 入 了 不 同 准 易 程 度 
的 各 种 反例 。 因 而 ,即便 是 刚 学 完 一 般 泛 函 分 析 教 程 的 读者 ,也 能 
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3. ERla typ = la PPPE Ly HARAN ………… 343 
4, FEYTES, HAER RERNA ereere 344 
5 $44 


. 存在 基 个 内 程 空间 ， RE Hilbert 空间 人 


«= JG « 


« 29 >» 


6. Hilbert BWR —P4 bs, a TE LER DAR 
的 元 素 - mennas- e- 344 
7， 有 限 维 Hilbert 2 ih ti — A shes pa E E H h ETRIE 
一 的 最 小 范 数 的 元 业 ， en 34E. 
8. 存在 某 个 内 程 空间 中 的 两 个 坷 交 的 周子 空间 MM, tE M, 
Bal, RAe ss ee a 
9，、 存 在 某 个 内 积 宁 癌 中 的 两 个 子 汪 间 MM, tE M lM 
ADM, AMAM, ree seras a 
10. PEEN Hilbert 空间 五 中 的 册子 空间 于 及 直 交 射影 算 
P, &POUODRBAWA ST shal + 人 
11, 内 积 空 间 中 细 葡 父 阶 不 范 数 育 界 的 点 列 - . 346. 
12. 内 积 空 间 中 完全 而 不 完备 的 就 范 直 变 系 ， er 347 
13， 蓝 不 肉 积 空 间 的 完全 真 详 系 ， 它 在 读 空 间 的 完结 化 空间 中 
并 不 完全 ， - me 349 
ld. #3 mm 使 Kissz 直 交 分 解 定理 
不 成 站， one rr BAG 
15. Riesz $B AALAND BSE al ee reeter 351 
16. 基 个 Hilbert APh yee He BERS CTA BREIE ooreen B62 
I7. Hilbert fil frp LESKI LEER A eee 359. 
18. FES A; WARA RAER Hilbert 空间 pe 864. 
19. PEETER M Hilbert 空间 , 它 是 一 个 有 只 有 单 从 元 素 
的 代数 - ee tester 365 
29. FEE Hilbert 窗 间 吾 上 的 有 界线 性 算 子 全 ， 虽 对 一 切 
sE HERAT a ya 0A TENera BGG 
21, HER Hilbert HAA EE RRT EINE H H 
Bee a ee a ee n. 356 
22， 任 苔 可 分 无 穷 维 Hilbert 空 间 的 完全 的 就 范 直 交 系 与 实数 4， 
可 构造 一 个 线性 算 子 T ITS A. TIRE 个 直 交 系 上 
Fy FER AS ETE Lee ee SEP 
“23， 存 在 某 个 驶 线性 证 男 p(w， y), t sup| pler) |< +o, iit p 


PPE ， a ear JNA 


24. BATA Hilbert i LARA BLP ESI Pelt = 

<P), 但 天 不 是 射影 算 子 … a ZER 
.25， 存 在 Hilberi 空 间 超 EA LB, BAB) 一 十 co， 

其 中 吾 为 碧 中 的 任 … 非 空 球 ， teuere 359 
26，Z2E0,13 上 的 一 个 有 界 积分 算 T Pret fae 

HACE, 8) pe FOO ee + 
.27 .空间 Z[0,1] 中 的 非 积 分 型 的 有 界线 性 算 子 … oe 02 
28. 存在 某 个 Hilbert 空间 二 上 的 射影 算 子 列 { 记 ,} RL, RI 

AT P, H dim PAH)< too,dim PCH) = +00 we 362 
29. 存在 某 个 无 穷 维 Hilbert SPM EHET TL eS 

域 是 子 空间 {0} … Meee “+ 363 
30. 存在 某 全 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 了 于 列 , 其 范 . 数 ATR 

拓扑 不 连续 - eree “+ 363 
31. 存在 某 个 Hilbert 2H 上 的 有 界线 狂 算 子 列 , 共 共 eR TH 
32. GI ARIE ,此 潍 积 关于 强 拓 扑 不 连续 … 365 
33. 存在 商 个 月 界线 性 算 子 ,其 秒 积 关于 能 拓扑 不 连续 … 866 
34. 存在 其 个 Hilbert tlh] LOMA TTT} OR 

FT, WT ORAM aT rete ue 367 
(38. 存在 其 个 Hilbert 4 lal EA FRESE EPEAT DE oe 

FRUBTLT ,而 下 , 均 非 双 射 算 子 … ts soe 367 
36. TERA Hilbert SH) LM ARR ALSIP tE 

(SUE, PRUE, TLS Fa PIER SENSE eee eerren 367 
37. HERA er SE a PA (Th PETG 

与 {全 ,*} Hse TIT) ee M TT") 并 

Raka- P 站 
38. HERP RRREAT Tbe Pel tir tel celal MTA 

EHH, RERE BRAN oerein BEG 
.39. RRP HA le AE RP AB, 它们 


. 21 » 


PREG TEAS RET AS TBAT aa lEn) errereen 


sos 870° 
40. 存在 某 个 无 穷 矩阵 ， ABLN SETAE 但 
涛 没有 一 个 Hilbert 空 间 上 的 有 界线 性 算 子 与 之 对 应 … 37] 
41. Hilbert 矩阵 - a ve 37] 
42, AERTS, T ARS TAHA, TS ecw cee rer ere ere tee tas eseeas rr BEB: 
43. HERP ARRAS TT HA IT SM n= 1,25-°70 ,使 
未 相似 于 任何 具有 总 的 算 子 下 EVER 
44, 存在 有 界线 性 算 子 ? ET A TRA 
[a ee Bet EAr- Meee 375. 
引言 * eerren oe vee 375 
1. 存在 某 个 有 界线 性 算 子 了 ART HEART 
的 特征 值 ， “… see BTT 
2. RI EPA RS BUA RRMA eeren BIT 
3. 存在 某 个 只 有 了 唯一 的 特征 值 4=0 的 有 界 积分 算 子 ， 其 核 下 
具有 性 质 K "Cs, 6) = poodm a1, 2,0 ee 3 
4。 任 给 具有 聚 点 4 一 0 的 复数 列 {2， 可 和 构造 天 [0, 十 cey- 上 的 
条 定 的 有 界 积分 算 子 了 ,使 2:0 一 192,，…) 均 为 工 的 特征 信 ， 
BAH ELO Hoo, f T LEGG ds Hoonen 3795 
5. ERR PRL RAC, 可 构造 算 子 全 , 使 全 的 全 栖 特征 值 
PEC rererneennenenneennnee oe 和 
6. 存在 某 个 不 可 和 分 Banach AR LRH 1 RET, ET 
有 不 可 数 个 模 数 为 1 的 特征 悄 + | 
7. 存在 某 个 可 分 Banach 空间 上 的 谐 学 径 为 1 的 算 子 ， 它 存 不 
可 数 多 个 模 数 为 1 EIA ， ee +> 382 
8. {AME — WE HERE EGY BET. one coaeneste cen etesesceseaeeenseeees 883. 
4. AEE BE BE Ree ee 384 
10. (ERE ST ETERS M ST 与 TS 却 有 
FATAL DE eve eee con eneterceeenenseranee ee SEG: 


» 22 + 


1]. 
12. 
13. 
l4. 
15. 
16, 
17, 


18. 
is, 
20. 
21. 
22. 
23. 
24, 


25. 
26. 


E+ Me ARTA Riesz ian 


存在 算 子 3 ,和 多, 使 ST 与 28 ARARE - 


TEER TARE SRST AT RAL EITA eee 4 


SELES IEE =m 
没有 特征 值 的 紧 算 子 ee 


存在 两 个 算 于 ， 其 和 的 谱 半 径 大 于 它们 的 谱 半 径 之 和 ree : 


FEATAY ARE ERAT END BER ZH: 

存在 一 列 算 于 , 其 中 每 个 算 子 的 谱 都 是 10 },， 而 其 间接 和 的 
FERHATI -- ue 
FEST ARPRERER {Ti} 7. —-Tl->0 (ko), 
BO, 的 谱 都 号 单位 辐 局 ,而 全 的 诺 不 是 单位 圆周 ……………: 
在 在 某 个 有 有 界线 性 算 子 烈 {T,}, EIT. —Tl>0lk~oo), H 
T. 的 谱 半 径 都 是 等 ,年 下 的 谱 半径 动 大 于 堆 … 
pach a DERE sca oe cc cr 
存在 某 个 拟 每 零 算 子 fh ORR T RAE … 
存在 基 个 有 界线 性 算 子 , 它 的 数值 慎 城 的 闭 包 和 数值 米 径 关 
FRSA PRES - on e 
存在 两 个 算 子 ,它们 之 积 的 数值 举 径 不 等 王 它 伯 的 数值 半径 
之 各 arra a ven 
庶 与 近似 谱 不 同 的 算 子 - 

AYRES ARR ， 

相对 谱 不 六 的 算 子 ， 


和 


引言 ee 


l. 
2. 
3. 


非 紧 的 有 界线 性 算 子 " on 
存在 其 个 非 紧 算 子 ， inti AR SBR RAT 
FERT Banach 空间 到 另 一 Banach ZERORI Bi 9 A 
算 子 列 , 共 极限 不 是 紧 算 子 … 


， 在 在 由 基 个 Banach ans MERR Belle a 


的 紧 算 子 列 , 其 极限 不 是 紧 算 子 … 


， 存 在 由 某 个 赋 范 线性 空 XAY WRIT Ta 使 由 等 式 


» 23 + 


Te-T 2c Wise XB RUT.) .上 的 算 于 7' 不 是 紧 的 *… :401 
E FEAMERRT HMA TA REF ... eere 403 
7. 存在 某 个 非 紧 算 子 ,其 平方 是 紧 算 子 … ose A 
8. 存在 某 个 非 恒 等 的 有 界线 性 算 了 予 一. (ESE IE Bee T" 

BARRA - teeta ase creme 403 


‘10. 
Ta (D= f KG, e)a la)ds, TER KEO HEARN ee 406 
1, HEEB (aE ALIN lan t= +00, Ty- Ta: 

m= isk a= Eg} EP, y= Ug} CP) AEE Ce 408 
12. 存在 Hitbert Bf] LRA SBF, PP BHilbert-Schmidt 
13。 存 在 某 个 Hilbert-Schmidt RET, HIT e., GR 

HE MA pad LSE IE ELSE Rvs eer ~- 410 
$4, RS SA Pee ARR weet eee terete eneeee tenes 411 
15. 存在 两 个 Riesz 算 子 ,其 和 与 积 均 非 Riesz 算 子 e tr 416 
16. FEET Riesz 算 子 列 , 它 的 一 致 极限 不 是 Riesz BF eee 417 
17. dE AS Riesz wP- as | 
18. 存在 某 个 Riesz 算 子 ,其 值 域 不 可 分 … vee AIB 
19. ERN Riesz AF ,不 能 把 它 分 解 成 两 个 可 换 算 子 之 和 ， 

其 中 一 个 是 紧 算 于 测 另 一 个 是 的 寡 零 算 子 ， e 419 
20. JERR Riesz A> 和 "20 
21. BS PAR RAT FEA AIT eee erermsesnneresns 420 | 
22. HER PIBEAT SA OSS T , 共 中 了 为 弱 紧 

ay ~.: 7 oo visweeresers A] 


， 存在 某 个 有 异 上 线性 算 子 了 EM I< g <p 时,T' 不 是 紧 算 子 ， 


m g 宇 p 时, 他! 是 紧 算 子 … . 
FERAHA 112200, 1 AER AR RERS AT 


+ 404 


23. PED OMAR HATE PEARS ee 421 
2. AERC MENGE HIRT PRIME = 422 
25. PERERA BS WT: SEAR PIR ARES terenem 422 
26. ALERT PERG ERAT, RUT} 本 
27, JER SE ER APR BE poor 403 


ETE MTS ea DUB «Stee 424 


. EWP centre cee tee cen neeaserenemeatesansenrennsaereoneens ADE 
. RIGA AMBRE - ema i 
. FER, ORATT DBE TSO. RAR TO “+ 427 
. HR aca ae ea: me Sere eon eva AOT 
. FEM CORT RAPA BERT ee 
， 术 可 比较 的 自 滋 算 子 rear 0 
. ERP ERE S, T, ME SST AR SSE RR ces 428 
. RES ARAE - os 站 


0. 存在 其 个 正 莫 子 , 其 特征 值 4.( 一 1,2， Ee 


b «© 4m o e oF Mm -e 


pe 
Lad 


DlA eo, DIAL] = People) secre 30 
n=1 


如 一 工 


1. PRM AR AEA ， sai AFH 
地 ， 存 在 其 个 束 距 和 个子, 它 下 是 丁 息 了 并 
13. 存在 某 个 正规 算 子 , 它 不 是 而 算 子 … ee 32 
li. FEY By LAT GORE A EASE A reese eter canoes d32 
15. FETEST KOE ERAT sarees - 433 
16. FENDER AT S T MEST 是 正规 算 子 而 5 HEM 

ATF |r ea ana ue ae 493 
17. FET A, B,C {E AB—BA=C H OBC=CB, ACH ene 433 
18、 在 在 某 个 非 正规 算 子 开 , 而 有 "= 有 和 
19. 任 给 有 和 界 复 数列 {i,}, 可 构 洲 一 个 且 具 有 一 个 以 we 为 特征 


-= 25 + 


20. 


ZI, 


22, 


23, 
24, 
25. 
26. 
27. 
28, 
Z9. 


值 的 正规 算 子 全 ， HIT] =sup] sai ~ 
CER TRMAT TERT PUP h 使 oD) lime 


(Pa) > re 438 
存在 某 个 正视 算 子 全 与 直 交 射影 算 子 PA PTP ARE Bl 

Ep. tee ates a 
FER Hilbert 空间 上 的 正 磺 算 于 外 和 闲 子 EAM, {EM 

eT MAS EF SE IAD, MAR RE TAN ARF SE BY rererere 436 
ME PRA TE RU AG BEF ee A37 
Be TE AU TARHULTE BU ween ee eee cee teeter eee 438 
TIE ALMA EM BA: weeserreee ABB 
存在 两 个 棚 似 的 次 正规 算 子 ,它们 并 不 再 等 价 ere 440 


SELES WELT FOP DG ACE WEIL URE enter 
SP CEPAT RIE BUS , BAA ALN TE AR fe wre cee ee re eer ee 
BERT REMAP RARER IEMA F eee eee 


第 一 党 度量 空间 


引言 

我 们 先 介 绍 扫 外 空间 和 度量 空间 的 一 些 基本 慨 念 和 性 质 

XE GEAR r XH — > PRI, EMD XBA Se 
SRE +r, G) 中 任 春 两 个 元 素 之 交 扔 属于 r Giir PEt 
元 素 之 并 仍 属于 r, 此 时 我 们 称 = Æ X EA AEI IIRA At 
Bethy BIS, RWS AX REX bE LT Hth 
z 的 括 盾 空间 ， 此 和 外, Wath cay ICMR AES TE A 
F, 

设 r MEX LGM Sot. BoC. MT Fe, Be 
SUE za 强 于 ri。 天 上 其 弱 的 拆 扑 由 柄 个 子 售 工 与 外 组 腊 ， 称 为 下 
唐 后 扑 ， 太 上 喇 强 的 后盾 而 的 - - 切 子 集 组 成 ， 称 为 离散 后 逢 . 

ik r BGS Xe CX BA FOR EG 
CV WER V 为 > 的 一 个 邻 域 ,， Bh A s ASCE RR RE 的 集 
BE e RHE- - BRR FEAR AC. Er CACY, Mher ER Mw 
Ay PARSE RS B DEEA E 有 SD 

WE, WULX BR WE TT aN 

BARRAR, ER, MEIE E ARIST 
使 F Re A AME 2 OREN A= Ce} RUBE 9h HA IST 
SE. MA r ER RATS AEE 2 AR, ME e A 
SG A HOR ORAL EA Un RARE MA PSE A EER TLS 
oR UR AALS, MRA cE RRA A 4 的 点 ， 也 
SERET ABS Me BOR ALE. A BAADER 4 
的 内 部 ， 并 用 int Ast Agen, EABB AEEA AIA A 
集 的 交集 ， 任 一 集 了 4 的 闲 包 A RER EAA RIL 
Ee Fac wa =A. 


inh BCA MRS A HB PERE, ja A= XB 
MERIR, Ramat, 

如 果 int A= & , MUSE A PRATER Be Re, Æi 
Sloat, FLARES Re RSH RRA aa. BE 
第 一 纲 的 集 称 为 第 二 纲 集 . 

da thad CX, DRUI A AIC EB FER BOX, 
79 Ht FEA ERR FELE 整数 6, 当 ?六 20 时 ,wv, EV. 
IT, RAT RAS Po SHR IPE 

r= lim Ta HE Eaa, 

HIER (X, r) 称 为 分 离 的 或 Hausdorff fy, JIB RFE 
BATH ©. VOX, ARTE r MY 的 不 相交 的 Bik. 在 
Hausdorff thai, Weal RAR, 

RCX rE R A EXTERNA RA 的 IESE HE 
并 ， 则 称 互 为 未 过 通 的 ， 而 当 这 种 表示 不 可 能 时 ， 就 称臣 为 连通 
的 ， 


车 下 上 上 的 集 族 1G34E ANAM X = |} Ga M REGA A} 
. aga 


XH —T BS. HAG O 都 是 开 集 ， 则 称 {Ga:4E 4 为 
XM—T FBR. 


RARHHSAXHTER. MRADSTHRRRAARE 


BH, MURR 4 为 紧 的 . 

. 设 ( 和 ,rx) 与 (了 ,zy) 都 是 拓扑 空间 ,了 是 瑟 到 了 上 的 映射 ， 若 zx 
EX, ALM 了 (xzo) 的 任 一 邻 域 C ,都 存在 点 of BMV HE FV IC 
U , 则 我 们 说 映射 了 在 点 rs 处 连续 WAED E 一 点 处 都 连 


Eee 


ATER DI T ESRI. ， 
设 ( 玉 ,Tr 与 (了 ,77 ) 都 是 括 挤 空 闻 ,j 十 由 DD(f) 己 ( 廊 ,zr) 到 


=. 3 « 


ECAC ry) BA — a -- Wee. dt 中 DCAM RIDO RRE 
FE CRAVE M S a ete fA SE POLS Ca 
=r ER RCP BX AMR, ae FX cy OY zy) 上 的 
SSE Bf Be SCR PAB A Sey UP Ps S a EE 
RRR A, SR ee CX GY tr) 2S 
HERI EBA Brix BA 2S fal 是 问 是 的 . 

CX otha, ACX, MANE U cri Pee 
成 4 上 由 拓扑 7 诱导 出 的 拓 盾 ra Rr AERA, rR 
IZA. 

WX HABA, OMERA e yR OO 
(zz 与 之 对 应 , 清 足 fi)gfz S0, mH, dlr, y= SHAA 
=y; (id (a, y)=a(y,@); GD d(x, yad (sr, z) dls, y KE 
角 不 等 式 )， 这 里 26X, MJR ad XERA RCN, d) 
为 距离 空间 或 度量 空间 . 

ve 能 欧 氏 空间 及 "是 度量 空间 。 设 ACR" TE A ERRE 


L 
3 


£ hid 
ac 
“Gerd 


Sihh’ yy CA, 
刚 称 是 上 的 通常 距离 ， 
ICX d ERR ZH r EKTE R, R 
Bizy Sixt EX, A Zg V) Ar} 
称 为 以 re 为 球 心 .> 为 半径 的 下 水 或 we AT ABIR, 
Ble, rl=iwi2eX ,diaty, TETY 
称 为 以 x, 为 球 心 . 为 半径 的 半球 ， 
Sta, rdir EX dinr) =r} 
称 为 以 ARD r 为 半径 的 球面 . 


iz A Fa SBS X WF SR Bed (aw, A) 二 inf a (2, v) RAR T 
SUR APERA d, B)=inf dissy PRA HEM SAC Xd) ep 
2A 55 BIB) PORE Bs Be diam A=sup dle, yA AMES. 

RADARS X, wee. 车 对 任意 EAH >O, 
使 Ber JCA MPR AAR, FUAKPHA 开 集 构 成 的 集 
He, Me. 为 了 上 土 的 -= 个 拓 盾 .我 们 称 rA EBEN d 诱导 出 
SEAT. FFA AE. TER-- RRA. Am, 指 的 
ANGE Te TP STC X ca), TE A oe oP ae CY.) Pe ae 
F&A d(a,,7)>0, 

MEE o> 0, FEER n H mi n>n pfd (an %,) es 
MFRS }C CX, d) WCauchy as 车 度量 空 闻 ( 开 ,g) 中 的 任意 
Cauchy 点 列 都 收敛 , 则 称 它 为 完备 的 . 

设 了 是 庶 量 空间 ( d AKF ,dgr) 内 的 映射 ， 车 对 任何 r, 
EXA 

delf Ca), f(a.) =ds( 4,02), 
Gok f DRERI PS RRS XY, BEM BY bly 
SRA, MRS YERSEN 

BADERE, dkt RH, 对 wyYEA, 令 L(x) 二 
dalt, y) MCA, d OIA Eel. RTE X dz) FSH, 

CX dx) Fe TERZA A ee ER (YY dy) EX 
和 了 的 一 个 秽 密 子 空 阅 等 路， 则 称 了 为 了 的 完备 化 空 闻 . 对 于 在 
和 何 座 量 空间 ， 都 存在 完备 化 空间 ， 而 且 任 徊 两 个 完备 化 空间 都 等 
Ba. 

HRA POR A. MATAR RR AAR. 
SCX, EAA. ER & AARMEN, SCIi A RES 
疗 ( 世 ,0) 的 集 4 的 8 网， 是 指 对 于 任意 xwE€4， RH VCS, 使 
Stzy)<e， EHER >00, FER AMAR BM, MI 4 为 


=- gos 


你 有 界 的 ， 

EES HX MER A ARORA ERR, AMAP 
每 个 点 列 都 有 一 子 列 收 化 于 不 中 的 一 个 点 。 度量 空间 中 的 列 紧 闲 
集 称 为 自 列 紧 的 或 序列 紧 的 ， RASA MRA AH, MRR 
当 它 是 自 列 紧 的 . . 

PAIS iC AOO a BEER rS ARTE IRE 
于 任意 s>0, 存 在 0, MOY dy Cw, wo ME. BEA def (2) 
f(m))<e, APES S Batt ACK eMC rar) 
的 映秀 的 连续 性 的 定义 等 Or. We SCX, de) > d RA 
致 连续 的 ,如 果 对 于 任意 e>0, 存 在 22>0, 使 得 由 不 等 式 2x(z zz 
old BLAS &y Cf Ca"), flay <e, 

有 有 美 范 社 空间 各 度量 空间 的 更 多 的 材料 ， 以 及 所 列 陈 述 的 证 
Pe 8 ].(14 Ariel, 
Stk RLS d MAP ix.) ty} CCR’. d), fh lima, 

5 lim 都 存在 ,但 人 mvt y lim sa m ya 

FERGE Rothmann MENM, Mb ayy ERY, > 
0 ay, 
ZL 一 (ext tel, |y hry, 
BU d 是 RI 上 的 一 个 距离 。 Mas hyve us 


lim #,==1, lim ¥,=0, 


Ro 


Fle {i -E Be vn d(i-+,1)=1, ik 
lim(a, t y¥,)2e1, 
JAR lim{ a, + ya) lim yn + tim Ya 
注 LARRAN, ERAPR PIRA Caa Fe 
BBA) RRR, 
2。 存 在 及 :的 一 个 测度 为 零 的 度量 子 空间 , 它 的 某 个 称 密 开 集 的 


. 5 b 


边界 为 不 可 数 集 。 

KCAL Lin wy Canter 二 分 集 , fEX=- Cx C EPR RRL 
BT, Wx fy Lebesgue WEAF. & 

A= {la bila, D ECx C,b=0}, 
唱 革 是 瑟 的 稠密 的 开 子 集 。 因 二 的 过 界 是 Cx 10h, ER Th 
ayy SR, l 

ZAA FEH James 作出 的 ， 

3. FE-T SLUMS d 与 中 ,不 存在 距 B d f dad, 
daid», 

AAT at. TIES RE X ERE RAT Sd, AX 
EASIER do Ra y E XA Ce. yadi kawy) daia, 
phle, y) Hkh, BILK Big d,—d.+ dB n, IAT 
VIERRA dtii e, yE XABA 

diray) Edi lw, y) dle, ydy). 
这 个 问题 的 答案 是 否定 的 A PX = {roar FRYE X [ik 
通常 距离 dile y= je yle yEX, & 
L, w=), 
rafo , =l, 
z, (AEN, 
d(x,yjod (F(a). fCy)) M A Ceci bt, 有 
d,(¢,0)=|af=a, 

@,(@,1)- aC fia}, JD -d Cr, 02, 

RUE TPB A EA wy EX A dleya dey), 
diry dae y), RED ALU ABER d, IBA HIER 
a(O<la C1). AT 

div, adle, St, 
dlx DE dalr, l=, 
tta 


* & a 


d(0,1)<d(0,4) +d(#,1)S2 2, 
ERA mA EAE Sieh Ze co E Ee IRAE BT AED, 
半 。 存 在 两 个 不 相交 的 有 界 内 集 ， 它 们 之 问 的 距离 等 于 零 . 

eX =(0,1)UG,2), EX LRG SIR diw, y)}=|e-y]. 
“,veX, XY Reel, B.C. 2X RPA 
ARENA RR. AMEE Se. 

注 ARIE, 度量 空间 中 任何 两 个 不 相 变 前 非 空闲 集 ,只 要 
茶 中 有 一 个 是 紧 的 ， 那 么 它们 之 问 就 有 正 虱 距离 ， 上 述 反 例 之 所 
以 成 为 可 能 ， 是 宙 于 所 论 的 两 个 闵 集 都 不 是 紧 的 . 
5。 疮 在 一 个 完备 度 轩 空间 中 的 紧 和 做 F, SHR Fo 使 对 任意 

xOF,.y CF, B$ d(x yidi F, Fa), 

容易 证 明 : 车 N 与 F MER SIAR, Meee 
sE F., yE Fma dle yo =F. Fa) MIE #24 FS 
i. Rae RAE 1 oe EDDA 7s HER ae, BOA RP 


Ue PRG EAR PE SOE, Pela co Bye] w= (5,89 ae 体 ， 对 


r= {Enyi er ; 
= 1 
dlr, y) -isn 


ii] rA- SE AS HE ee 2 aT, 在 在 中 取 Fi={ 0 hy EF aS {tar seis 
其 中 


nii 
Wa A Partt, = 0 


po En E 
amed =p EA ya, 


n“ 
AIE, ,是 一 个 闭 集 ， 担 对 伍 意 eer yer, F, GF, 的 


» FF « 


定义 ,x 一 0 y= xu( 对 某 个 %)， 因 而 
da =y i) >i aF, 


HURTER toG Fa, y€ FMA ditoy m dl Fa Fe), 

注 PẸ Hilbert >Ap, g Eh Hilbert 1P 1912 Æ 
ERDHE A PIDE RILA n Hilbert 43 jal 公理 化 的 
RE MAGA, HB 1927 4%, Neumann 才 给 了 下来， 当 
时 定 交 中 息 含 可 分 人 性 条 件 ， 这 个 条 件 有 从 定义 中 去 上 蝎 是 蕊 SGw 训 n, 
Rellich'*°? 与 Ries2' 551 的 工作 ， 他 们 证 明了 对 绝 天 部 分 理论. 这 
个 条 件 是 不 必要 的 限 秽 . 

S. CUO LMS, HERR BRM SRR 

另 一 入 距离 下 的 单位 球 内 是 秽 图 的 . 

AV THIOL 0. 1 edie SEMI O, 11ER WEEK 
数 全 你， 设 p iid iin SOW AR. Maw, yoClo,s l, 
& 


a, 
pay) = f iry uae =a yh, 


d(w,y)=maxjetty—yCi= ta vie 
WEE Leip (e, 0)L1 hP Laren, 0) 1 ASM MM APT 
Rhy, ESR LP CU, BEV AE OED MEER., ii, 
(Eie2cU,o<eCi, Riele i MAE, RRA 
AATET. Mel. ME 
3 


[ -1 £ 1 Fii 
Sb = -2-5 = [i 
1°? E s 3 可 或 了 ! 9 i 1 


liet, tbe, 
期 yECL0,1.4 且 w+y 关 六 ,而 


» 8 >. 


Je—(z+y)he=lyll, <y o ()=«. 


FUE, V EU MERE, 
1. ARRS, PSEA. CRA 集 但 不 是 闲 球 ， 又 存 
在 周 球 ， 它 是 开 集 但 不 是 开 球 ， 


EX = (a= (fi Fs n= OJUO, LILIA, 


1) PEX ERE, Ua = (En): EX, dla, 0)<1) 
EX RFR, “EAM RLM (w= (E, pirex, 


4(@,0) SLE X HER, TEN REKREI, 


注 LRU BHA ZEST, BAR OR SER 
Bob ABE Tel, (AA, FRET a RAE MARR, 
TE IEM BR Be PE SS E h AS a EE GE PT 
8. 让 -在 度 便 宝 间 ， 其 中 开 球 的 际 鱼 都 是 闭 球 ， 但 CHAPS 
泣 却 元 比 性 质 . 
下 而 的 例子 是 册 Nathanson :3 作出 的 
BI, Rpt ARKALAR., Pe RH 度量 半空 间 
Xeo, IJUE2,3 RUX PEREX oL NO AE 
Æ 0,1], lee X:dC1 ,w)1}p=[0,1]UC23, AR 
LEX d(I pe) L RRA BIER, 
3， 存 在 某 小 度量 空间 的 紧 予 空间 已 ， 使 瑟 中 每 个 球 都 是 连通 的， 
但 是 天 球 的 闭 包 未 必 是 闵 球 ， 
Rt p=(e1,91), @= Cry ER, & 
dlp, g= max (|æ = Sals |y yal), 
RR? d) EREE i A ER dh E & PRR 
(zy 3 组成 的 子 空间， 或 性 YY 一 0 而 0 过 ys1， 或 者 yY 一 0 前 
Qeawcll, BYE R(R 2) 的 紧 子 空间 ， BE PEIRE 


上 >» 


HDD. BRIE RE PR 

B({(1, 8), 1}= ilr, y) 0 sily 0}, 
EHEER Ery) 0 Sac 1, y 全) 而 半球 BLO ,0),1]= 
E, MIAH AS, 

10. SERS ERS, HEPA 半径 分 IA r Sr. HBR 

B58... BAr >r, WMA BCB., 

EX ARR HARMA LBA, XS Cay yie 
VSO. IFEX LRUTPER. HR B=, OR 

B={(r, vy) (2, y EF, d6C2,0),C¢4,9)) <4} 

=B Nir, r)i e> 2) i yeh 
FH BCE, Burnsi ra 

注 PERTRA a Py 4 的 球 可 能 是 半径 为 
3 RER TR. EERME B 的 半径 7 二 4 ELIAS 
68。 在 芷 何 跨 天 线性 空间 中 ， 田 于 每 个 球 前 半径 部 是 它 的 直入 全 
一 - 半 、 于 本 放 不 出 这 种 例子 . 

11， 存在 度量 空 河 ， 三 其 中 有 和 集 A ip: dlp, A= 

115% B Big. j= ipida pyc}, 

TEX siteye? t 9 EX EBOG a a. JEY 

A=XVM(4,y)i(a—-2Y od, ae 
PpS ir, ydp, 4S lpr X, AAL DD Epid; 
<1), 

HM. Egi, y EA M PC -3,0), Cr, yD 
Bim(--3,0)¢€Bl¢,i), Age AERA, Me (一 3,0) F 
Y, Bl¢.1], Amp dip, 4) 1A BIg, 11. 

ECA AU, IER A E P iy SP RIL BA. WEY 
NBE, rIC{pid(p, Arh EMR AR a wh ~ Ho-o 

RERE, 
提 。 存 在 完备 度量 空间 ， 宇 其 中 一 个 渐 缩 的 非 室 A ER E. 


+ igs 


[1 B.-2, 
设 为 一 切 正 整 数 所 成 之 集 , 对 m,nEX， 令 


1 
dim, RE tara po nTn, 
0, mon, 

易 见 ,4 eX HAARR. ERX hi Cauchy gaa, E 
离 了 的 定义 ， 存 在 正 整数 no, 当 n>n 时 所 有 的 =, AA, MATA 
Le AERAR Ae, ERAN 五 是 完备 的 ， 

it B,C mid (a, m1 tyhi ntl BR, 各 个 
E, 都 是 非 空 闭 BR, REHAR, AN B,410B,,R=1,2,°°°, aR 
| B= wD. 


注 RATIO, WXERE RSET # 
B= (wide, 2) Se EXP PAAR, Be 0, MUR 
唯一 的 点 ze (| B.( 参 看 [18]，p.67)、 上 述 反 例 说 明了 在 这 个 
命 是 中 球 的 半径 e> 0 REER, 

但 是 ,如果 完备 度量 空间 是 Banach 41 Hj, E B,={eid(s,, 
rycen) EPA MARNIE ARR, BE A 即使 eg 0 ， 世 有 
[| BOSH], p.34). 

43。 者 在 某 个 集 上 的 两 个 距离 ， 使 得 到 的 两 个 度量 空间 一 个 完备 

而 另 一 个 不 完备 . 

设 X 为 区 间 : 0 ,1 ] 上 的 一 切 连 续 函 数 所 成 之 OR, TEX boy 
别 取 距离 

d(#,y)=max| w(t)—y2)], 


- il- 


diey) =f lacey yde, 


AWEH, (X. 0 为 完备 的 度量 空间 ， 这 全 空间 通常 记 作 
PE ,1 为 了 证 明 ( 并 ,0 不 完备 ， 我 们 在 [0 , 1] 上 定义 如 下 
ÁH TE Be 


ln, osish, 
mat 1 1 
TTF LLIS. 


HES N, a. 显然 都 是 F 0 ,1 ] 上 的 连续 国 数 ,反而 tE (X,d). 
又 当 im <n 时 ， 


Ota te)= f le(t)—2q(t)\at 


OO 


“fe EZ am (Edt 


i 
Secs 一 证 mitibde 


a. 

TH we 1 

py? “fiw la 
-i 1 

一 六 mo 0 tm, n=), 


Lir EX, d hAg Cauchy Ee, (Ais, ECX, dO 中 并 不 
ka. WERB, RR SE UE BH Rt EEX, d). 
dale 0) BART HEL, $ 
Af =max{ 1 ,max| x(t)}|}, 
priar eag 
HU nS AM, FRYO< 1 <a a. OSs AT 


* 12 æ. 


lJa,€2)—a(@)|sa,()—2U) 2,0) E, 
High a) ginei 2 ME, Fy 


1. 
加 一 了 
了 


L VI 
= Lest) Aat f° Ta, (一 下 at 
6 + 


a; 
-7H =? to u dé 
n 4 t 
-i_is1 
Mon” 2 


MIE Re ee EX d kH OP r BNC dR 
veer. 
注 ” 浆 一 个 集 上 可 取 不 同 的 距离 而 形成 不 间 的 度量 空间 ， 上 
壕 反 全 说 明了 这 些 室 词 有 些 可 能 是 完备 的 ,有 些 则 不 然 . 
乌 ， 尾 何 子 集 都 是 既 开 又 闭 的 完备 度量 空间 . 
WXA-ESRA, EX LAR, 


1, £Y, 
day) = 
0, =y, 


任 取 Cauchy AF e,s;CX, WM e 充分 KO 各 个 5, Ha 
fr dele, JAE XP ee BN Hee. 


任 取 2 EX, BL x PRG RRMA Be, iX 


Hif—M RRA AAR, TERA RAHEEM RAR SR 
英 系 可 知 ， 忆 中 的 每 个 子 集 都 大 法 开 又 闭 的 ， 
15. 任何 子 集 都 是 既 开 义 也 的 不 完备 的 度量 空间 。 


« 73 + 


EX H- WERK A RLM, Adm, n) =P ge x, a) 


hy — EMAIL, Minhi HECK defy — 4 Cauchy PER, TE 
ARKA eX ORAK., 
HIEXP ROTER TERR IE MIB, WE, REEN X 4: 
任 一 单元 素 集 (都 是 开 集 即 可 ， 若 加 之 天 ， 则 
Fa 一 em n) =E 


mn 
十 关于 家 和 的 递增 函数 ， 因 而 


d(m,n) > asi (m>n), (1) 
a o<ime<in, Wl 
Pm) =d (m,n) =A) 
AB Fm Wak aes Eim 
dlm, n) —— m sG- D (n> m™> 0), (2) 


ADDR Set Aa TE EY mm =n), Widm. Wee 


到 7 pay MA n 为 球 心 7 为 半径 的 开 球 就 是 单 点 集 {%)， 


Me} TERE, 

注 ”这 种 情况 在 欧 氏 空间 中 不 可 能 出 现 。 对 于 aA 
言 ; 基 中 有 既 开 且 闭 的 集 只 有 空间 本 身 及 空 集 而 已 . 

如 时 座 量 空间 中 的 单 点 集 都 是 开 集 ， 则 称 此 度量 塞 间 为 广 和 区 
度 最 空间 ， 例 14 与 例 15 表明 离散 度量 空间 可 能 是 完备 的 ， 也 可 
能 是 不 完 和 省 的 . 
16. 内 点 都 是 狐 立 点 的 头 量 空间 

Ei -AABE E a AAR A Ar a tE R. 


. jd « 


47， 同一 个 集 基 上 的 两 个 距离 中 与 中 ， 人 使， 可 ) 可 分 而 
(X, d) AO Sp, 
WX DAR BS «= (bad ARB. 对 一 人 y= 
mE, A 


= 1 EPEN] 
dix, ¥yJ= La n n. . 


BE WEERA MAMO d) J- ERSN. BMEM 
(772 Ta 0 0,- HICH © Eih r atna, n 
MERCER. BA, MI IRE, HEX, dR. M 
(Kd) AA. 

MP EIER AX G dCs) = sapla mi BEd: 也 满 是 
BESTA BTC d EAER AA a 
FEJBE Maem, 

WE 六 中 其 坐 标 仅 取 0 和 1 BEREA. Man Cana 
SHR Ob ; 且 这 个 集合 不 可 数 ， 因 此 ,法 集 不 可 分 ， 从 而 个 
水 不 可 分 ， 

注 同一 个 集 上 可 以 赋予 不 同 的 距离 而 形成 不 同 的 度 野 空 
间 ， 上 述 反倒 玲 明 这 些 空间 有 些 可 能 是 可 分 的 ， 有 些 则 不 然 . 
18， 无 理 数 集 上 存在 非 离散 的 完备 距离 ， 使 其 成 为 完备 的 可 分 空 

fal. 

WFAA EER ERIE RS. CE PAST 
FAR FRA, ACHR RL ESE ES 
距离 ,使 共 成 为 完备 的 可 分 空间 ? 我 们 指出 ,这 个 是 题 的 答案 基 肯 
定 的 ， 

ik O SA BRR.O=fr3. Be, YER SQ, S 


d(z,y)=|2—y| FY 2 


i=l 


« j5» 


xinf{1, ma : max i max 1 tih 
| sa jer] ly 


Aj ¢ e RAO ER Nias. HRNO dy TAT RRC, 

FER EP e}CCR'\Q, d), 各 果 He RQ 上 的 通常 距离 
We ke FETARE re 则 对 每 一 < 存在 fn MON, LE 

d( ty, Em) E lEn eal +2", 
Eniras) AA ARAL REN SACRO, Dikiy Cauchy SF, Ae. 

(RC dE. 

形 如 fdkeEQ) 的 无 坦 数 的 全 体 在 (RAWQ,Z) 中 显然 是 厢 密 
Wy. Ae (RNG, dE a, 
19. 有 界 而 非 全 有 算 的 集合 ， 

TEA I PAURA] en 000 1:0, n=], 2, A 


dlen 0) = LRM =e i 是 2 中 的 有 界 集 ， 但 是 , 对 于 = 六 而 
言 , 开 不 存在 有 限 = 网 , 故 旭 不 是 全 有 界 的 ， 

注 “ 企 右 欠 集 必 定 是 有 界 的 ， 上 述 反例 表明 这 个 陈述 之 送 并 
KRN. 
20. 全 有 界 而 不 列 紧 的 集合 . 

设 总 为 区 闻 [0,1] 中 的 有 理 数 全 体 ， 在 发 上 取道 常 臣 离 , 则 工 
为 一 不 完备 的 度量 空间 . 

对 任意 >O REREN ne> Melo n 2 af 


R 


BEX MPA eM, AXA, AXHRAR, M 
为 车 到。= 二 (1+ 直 】E ,一 1,2，…, 册 {zn} 中 不 在 在 收 全 


FX APIA FH, 
注 ” 因 为 有 Hausdorff BA, 在 完备 度量 空间 内 列 紧 性 与 全 
有 界 性 是 等 价 的 (参看 [1 人 ,pb，29 一 30) , 故 在 任何 完备 度 竺 空 闻 


. if * 


内 就 不 可 能 作出 这 种 例子 ， 

容易 证 明 , 记 果 许 攻 空间 三 的 每 个 全 有 界 集 都 是 列 紧 储 , 戏 么 
互 必 是 完备 的 。 因 此 ,在 任何 一 个 不 完 条 的 度量 空 沁 内 ,都 存在 金 
有 界 而 不 列 紧 的 集合 . 

21. 有 界 闭 集 并 不 都 是 列 紧 的 度 重 空间 . 

ie Bet Oye RR B= {2:d(6, 2) <1}, MBE Pp 
的 一 个 有 算 闲 集 ， 取 瑟 中 的 点 eu 一 (000 1:0， 22°), 2 =1, 
2607+, Aiden, en) 一 TY 2(n4m), de BAIS. 

注 其 实 可 以 证 明 ， 每 个 无 穷 维 赋 范 线性 空间 中 的 单位 闭 球 
都 是 不 列 鉴 的 有 界 闭 集 ， 此 外 ， 还 容易 证 明度 量 空 间 中 的 自 列 紧 
RIAR HE. EGR AEA Pa IE 

DEE, WEES ARE eR EE EEA 
BFE UR I (BE 14],p. 69), KEEA BRA EE 

TAART BE TE R R BBE 
32， 一 个 列 紧 集 列 ， 其 并 集 并 不 列 紧 。 


Ri! 中 每 个 子 集 [n,n+1] 都 起 列 紧 的 , 但 其 并 集 [ [a, e217 


二 0, 十 0) 并 不 列 紧 . 

注 ”容易 证 明 ， 有 限 个 浏 紧 集 的 并 集 仍 是 列 紧 钓 。， 上 述 肥 便 

来 明 不 能 把 这 个 命题 推广 到 无 穷 多 个 集合 的 情形 . 

23， 存 在 蘑 个 度量 空间 中 的 列 紫 集 ， 它 与 它 的 其 个 息 子 焦 等 距 . 
在 愉 : 中 取 极 坐标 系 ,并 考虑 子 集 
A=!(p,0):90=1,0=0,1.2,---3, FÆ., 0= 1,04 FBR 

Hn (0,6) 8) ARR, FARSI, & 
B={(0,9)'0=1,9=1,2,°>},NBRABASTE, AA 

BRB, 

注 可 以 证 明 ， 任 何 度量 空间 中 的 育 列 紧 集 都 不 能 与 其 真子 


« j7 * 


集 等 距 ， 上 述 反 便 表 明 在 这 个 命题 中 让 列 紧 集 的 条 件 不 可 减弱 为 
IER, 
24， 存 在 某 个 非 紧 度 是 空间 ， 它 不 能 与 它 的 真子 集 等 距 ， 
WAAD RRS ACE SIO RR, FAAS, 
这 是 否 为 紧 度量 空间 的 特征 ， 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ,Fox 
有 例如 下 ， 
EN ERE, $ 


> i 
X= N Uf» “ary” en}, 


EX LEGER, WERSAXPRERY. HFIS KGH 
SR ESR, ATG XK RE SIE RL 
25. SHAR ERS), EEL ADRA RAER RE 
Bis eM, 
我 们 知道 FR BES Abe PE IP 
ER- REAR PARES AA, 
1. APERA A be PSE a ee BAD» I PE 
ARETHA RET 
2. 若 度 景 空间 上 的 每 个 实 值 进 续 角 数 都 是 一 臻 连 绪 的 , 则 此 
底 基 失 问 是 否 几 为 紧 的 ? 
Hewitt 1 肖 定 地 回答 了 第 一 个 问题 ， RTI ot RE 
疗 工 是 紧 的 ， 当 苇 仅 当下 .上 每 个 实 值 连续 吐 数 部 是 有 党 的 . 
容易 证 明 , 对 十 欧 民 空间 中 的 子 集 4 ,第 二 个 问题 的 答案 阳 是 
硝 定 的 ， 上 好 44 为 医保 的 充 娶 条件 是 4 上 的 每 个 实 但 和 连续 测 诅 都 起 
一 致 连 紫 的 ， 然 而 ,对 六 一 般 的 庶 量 空间 , 尽 答 在 它 上 面 和 前 证 个 实 
ERR REIS AA SA, URE 
rg te X EREN, 
L8 ŻY, 
aCe, p= z=¥, 


= 18 * 


BA ERZE, 4 ?上 的 每 个 实 值 功 数 者 是 连续 的 ， 而 县 还 是 
一 致 连续 的 ， 但 是 ,( 工 ,4& AY, 

Hermann" NE 1981 S849 MM , Art BE Se RNY EE, EA 
4 PB PRT RAE EAE 

a， 革 上 的 每 个 实 值 连续 函数 都 是 一 臻 连续 的 . 

b. MER > 0, fe eX dla) >} AAR Hp a(x) 代表 
He PEX JAER, H 

d(x) =inf{d(r,y)iye Iah. 

6. FEMTPERSAXSY OX 与 了 等 距 而 XX 与 了 并 不 等 

Æ, 

XY WE SRA, WAS] X? 与 YIRT X 
与 Y 上 的 距离 而 引 人 人 距离 ， 例 如 ,在 了 * 上 可 取 距 离 . 


Aarma), Cs te) Lass) + day, £4) I 
Ulamtst 提 出 下 述 问 题 ， 车 度量 空间 X? 与 了? 等 距 ,能 否 推 
IHX 与 卫 亦 等 距 ? 
Fournier!) 指出 ， 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 。 他 的 例子 如 
F: 
iO BR ABRER. X=QCR',Y={p¥ 2:7EQ}YC 及 。 可 
以 证 明 , 碟 与 了 作为 责 : 的 度量 子 空间 , 它们 并 不 等 距 ， SKE, 
QUE X SY SR, HES RXAY ERER WAA 
1=d(0,1)=d(f (0), 7(1)) 
=d (pV 2 9 2)=V 2\p—al, 
和 于 是 得 到 2 =lp—q| EQ, FE. 
3236 X? 与 YF? SRR, Aie, 我 们 把 X.Y? 作为 R’ HERF 
2g fa] JEDZENIA 0: RR? E 
B(x, y)=Cr—y)V 2/2, (8 +Y yy 2/2), 
ek, OF RSR 上 的 一 个 等 距 了 映射 , 今 任 取 (? ,9) EX7, KI 
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Cp 一 9)12 与 (P+9)/2 都 是 有 理 数 , 履 

Op. gp 2/2 (ptg) 2 /2€ ¥*, MAXHE 
了 ?， 另 一 方面 , 对 任意 (PT 2, 4 2 )E72 (pV 2, av 298 
(pHga pP EX fe. OCODE, Wik, aX sF FH, 
WIR & HO TEX? ERR AW, BBA, g: X > 了 是 一 个 等 距 请 射 ， 
Ap. DEX gip Osag), Alb. X5 FEREN, 

注 在 Fournier 的 例子 中 , 瑟 与 了 都 基 不 完备 的 度量 空间 . 
BAP EW. BX SY HABE EES A, Wl Ulam ey 
答案 应 该 怎样 ? 

27. 一 个 不 完备 的 度量 空间 ， 它 同 竖 于 它 的 完备 化 空间 . 

“PBI OF AE a Arens 1 作出 的 ， 


F 


WPT: X =e yie 2 y0 hoh 


fe X LRG MBL. X= XL, 0) MX AEX ob Seem EE Mil . He 
f (m,2\=(m -1,4 ) m>, 
f(m, 0) =(m—1.0), $(0,4)=(n~1,1), 


则 了 显然 是 X BX EARI, 
= ”这 个 例子 也 说 明了 两 个 同 肥 的 度量 空间， 其 中 一 个 可 能 
完备 面 另 -个 可 能 不 完 务 ， 
28、 存 在 两 个 相同 压 的 度量 空间 ， 每 一 个 都 是 另 一 个 的 一 对 一 的 
连续 象 . 


设 X 一 [jT(3n,3nt+ 1) Un 2)], Y= VRHU 在 


下 与 YY 上 都 取 通 常 肥 离 , 即 2(x,y)==|s 一 7y1， 设 芷 到 了 了 上 的 映射 
FRY AX LMM E aly 


* 20 + 


T, EEB, 
w=} 
i 
2 ， ysl, 
gives y 


E —1, By, 


ys, y5, 

Ri f Me Rea, — MiB. R, XBY AAAI 
A), AHF Y BI X EAS FEA ERR YP 1 BRA 
278 4 AR, 

Je al eB h —- 7 Be dt 2 Al 3] BA — 4S EE 空间 上 的 进 续 的 ， 一 
对 一 的 洪 映 射 不 必 是 同 胚 映射 ， 即 逆 喘 射 不 必 是 连续 的 . 

$ Catet 构造 了 两 个 无 理 数 子 集 4 与 互 ， 使 4UB 是 全 
wam, HH R 中 的 任 查 非 空 开 区 间 了 与 了 ,4 工 与 吾 记 7 在 
BRP NAA ,但 存在 AQT BOS ERES. ati 
HIRIT, 
A. 某 个 度量 空间 中 的 子 集 ASS, BADEBY 集 同 

BK SSAWMRIFAZAR BAS BRA, 

在 R 中 取 子 焦 A=(0,1),B=f0,14, we B HTEO, 


DEE A weit ysr B 与 AEH +, 2 la, KE 


4? dj 
FERRET 为 y= 六 + 地 ZRT A 5 B IRA TAR, 


EPMA TRE ET FIT PTR SS Bernstein 定 
理 AREA TEA AT IE SEELA, 
0。R 中 存在 两 个 同 腑 的 子 集 ASB, MRR R BR EM 

RERA FE S.A) B, 

& 4-(0}UL1,250 (33, 8-10, 1) U{23U03}, 则 4 与 8 是 
RE PRS AT RFS GAEE R 到 R EORR 射 了 , 使 


o ?] u 


ok 


fC A)= B, 

注 ”上述 反例 表明 ,车 4 与 B 是 RR! 中 的 子 集 , 了 是 4 DBE 
的 同 胚 映射 , 则 了 未 必 能 扩张 成 为 及! 到 R' LAD eA, 
31. 把 Cauchy 点 列 映 成 非 Cauchy 点 烈 的 同 蚌 映射 。 

设 X=(—1,1) JRE X LRG. 令 


joa’ 


y= f(e) = 


m e 
x ; Orc, 
1 一 由 
Ait E&A h X BYR) bE, — aT. HR a A 
¥ 
coy <a, 


人 ¥ 
lty 


显然 , 它 也 是 连续 的 。 AE, f 是 X El R 上 的 同 胚 映射 ， 
BL s= ibex, m=1,2,-**, WU Lar, ae Xpat 


Cauchy 点 列 , 因为 y= 了 zs) 一 nn 一 1 ik Cys} 不 是 R! 中 的 
Cauchy 点 列 ， 

= ”可 以 证 明 , 阁 两 个 度量 空 闻 都 是 完备 的 , IAS Be ST fe 
Cauchy 点 列 映 成 Cauchy 点 列 。 -上述 反 例 和 表明 在 这 个 命题 中 两 
个 庶 量 冠 阿 都 为 完备 的 条 件 不 可 去 掉 ， 
32. Cauchy 点 列 的 儿 种 弱 形 式 之 问 的 关系 . 

wy May Cauchy 定理 给 出 了 数列 收 伍 的 这 机 条 性， 

I 数列 {an} KARE ERIEN E R se>0， 存 在 正 整数 
nle) inn’ Sele) RA 

[a — an| E, 

IL 数列 iad RMR ER emo, FE E Y 数 

ne), nen le) ER mOCN CN 为 正 整 数 集 》 ,都 有 


=- 72a 


十 co, 


[Gata Cal <e, 

THY 数列 fen US EEA PEE TER 20, FEE B 数 

ne) at mE N ,都 有 
CARTET Oe, 

ROSAS ENR CMA PA ARR I 
分 的 ? 为 回答 这 一 问题 ,我 们 设 PON es 一 ta 是 数列 ,并 中 入 下 
列 概念 ， 

定义 1 数列 s Beco ek @ (Pp, AGERE e>, FREE 
JER ne), Ai non(e)H per i, 

[nap Gal e 

EM 2 RA RRO CP Ee > 0 FALE 

HEM ne), 4 oS PWS RA 
ifacorep— Outer! CE. 

ESC 3 数列 = Reesor PY APA e Rms 

NSPE TEM Ad nfe, micen, M pe 可 ,就 有 
[Gicegmity T Enem. SE, 

BAVA C10 Re -AeA B BHEE, M i EC- {Cauchy 
BIDON ly C La ND EET EN OSAN) 

Neculce? 38 04 TOC e PICS (PIC VP) MLE 
ARE AAT ee AB BLS T ETA BS AL 

第 一 例 FERS PRA PAC, 

& Pa{pip=2k, REN}, WE 4 ( 卫 ) 中 存在 发 艇 数 鹿 ， 事 
km s={a,} tia, =0,2%--2mya,=1, n=2m—1,mE N, 
GRR. sO (PP) s Rik, 

第 二 例 EAE PH (PSO ). 

考虑 数列 s ={a,}, oh a,-0,n—d4kR—2; a,=1, n= 2k-1 
Mm n=4k, RON, ETMEN RNR nle,mja4 Roem, M 


ie 


vl. 


| bint rani— Gaye |= 0, 


=- 23 =» 


ikc AP), RB P={pip=2k-1, REN}, 然而， 
8€ ALP), 

B=) AERP Boe (Ptr (P), 

FEST s= {a}, rb a,=0, n=1 W n=? k; an=, n> 
PR- TREN, Bil, SHER e>0, 我 们 取 n(s) 一 1, MA pEr 
时 、 就 右 


[Gacerte— Once! =O, 
MSS VCP) IKAP={pip=2k-1, REN}, Ri, sé or (P), 
因为 对 ne 1, AHR n(e,m)—2k om, MI 
[Bene tes-1— Gear | = 1, 
AM nlem) =k +m, WG 
| Sour gisce—t— Grargil=1, 


33. 95-57 FP Ea ESE > FR Enam. 
YeX=(—-1,1) JF X LEHR, ME 六 的 一 


EFI 7 
—i<e<0; f(#)=——, (r<, MEXA R EERIE 
映射 (参看 例 31)。 | aver R' a, 

34. 035i BOR RAE SUS SE 0) a aH 

R' 中 的 子 集 (0, + co) 不 列 紧 , 它 是 R 中 列 紧 子 集 (0,1) 的 同 
ER HERRA f(x) T—, 

注 AX SYD ARRSA, f EXSY AER MS 
AE PEII R RM RY PAPER IRR BAT ook f Ag 
i? MERA AEE PSX ABA, f RAAR Bek we FE E, 

35. JERR RAE E fe] RoR HH, 

R' AFEMI 1)( 不 是 闭 集 ) 是 R (AEDH ER , m 

MWR PO f (a= ~1<r<0; f(@)- 0k <1, 
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5356， 一 个 连续 映射 ， 它 把 某 个 有 和 弄 闭 集 映 成 非 历 集 . 
fEX =[0,1) LR EER AX se AE i, S 


e=|4,1), BR, PAX ARR, Be f RX BEB 


MARLES f(@=2,0<¢<1, S Hee. 但 了 把 
BAH FETE PAS. 

注 可 以 证 明 ,， BS BATRA TRE IA 
Eit MU PARAE (这 Bt BR FR ARATE 
SAPARD ARE RA AE. ef eM 
States BB sh es ESR ST, Mf FESS ROR 
w, ERRAT ARA FOREIR, KARIERE HEI RE 
BUI, 

27. 一 个 开 焦 的 等 距 象 ， 它 不 是 开 焦 . 

Rt e= lint CP, A Tas inin BRP SG 
二 的 子 集 TEE. 

HIE TOE P PERAR PRA. Am T TIE T g P Ry 
让 开 集 TH). i 

性 给 o> OFFER yS lon’ EP, i a0 为 一 实数 全 


mein + A z=(8 nast"), Mi dz, y=a-m<y, 
令 r=minjla, EE dec, ite 
Bs CD(s EC By,e). 


HE r= {fE Blz,r), Mi dire) <r, Ami ajr 由 
Fler, TA i A0 MA rg T) Ee, 
Bia NTE) Ø, 
这 就 说 明 P pADR BO e) Bat TE 不 相交 的 开 


=. 75 «6 


BR BCs, 7), BA PC) AT? AAA Be 

注 LRP PAR TR, BT. SEAS 
这 种 例子 . 
38， 连 续 而 不 列 紧 的 映射 。 

HEX, VARS Al AXA Y OW fF SS, AR 了 
HEX i te} af RY HB RE, 

ERRAPRBAALRA. fl, X =0,1), Y=, +), 


HEX, Y LRAREN, $ f(e)-+, xzEX, 则 了 是 到了 上 


ESEA A f HRANE. 

39, RRS RHA HHT Hh ee aH. 
EX=Y=R',f(el=l,e 为 有 理 数 ， fw) 一 0,% 为 无 理 数 ， 

AE PORN AES TRAY ERE RAMP RoR. 因此 ,是 

AA BRM ff FEC Abie ey, 

加， 存在 由 RAR APSF RLM E e. 使 对 
TEPER RE dip. g(p))=1, Me KER SRF RLS 
等 距 映 射 ， 

RA PRE. we g 是 R AR 的 某 个 子 集 圭 的 一 对 一 - 
BBS, 使 对 任意 pe R E dipeges, BA g EG 
144% R BHATE A ER 

Leland 与 Meyers JRH IX +H E ER. 

wPRR CPRH RAB, AM TER eCR' A 


[FCS Blin, WIR For) <a, AME Ce ER’, 
> 


ate, y= (rt fleyt 1 PAE, 
映射 g PIRE MA f E I 的 ， 所 以 对 任意 的 
(To: Yo) Cg CR’) FAEM oy D ER, E 


+» 9G + 


y= 01+ fC), y= 91+ (1— Fan, 
EHEH. g EH R 到 g(R LA hE, BOER 
p=(2,¥)CR? A d(p.ge(p))=-1, Bi g PESE X 


是 因为 
alg(0, 0) g(t,00) >1+ fF(1)>1 


== 4((0,0),(1,0)), 

Al, 一 个 完 奋 的 号 度量 空间 (XX,d), 使 六 到 的 一 切 连 续 映 射 所 

FREY RSP IE] F 不 是 凸 的 ,其 中 已 上 的 距离 为 e(Pg) 一 sup 

d (flp) ,gtp)). 

典 量 空间 ( 世 , 引 ) 间 短 山 的 ,是 指 对 每 一 对 不 同 的 点 p, eX, 
FERET p. MA TCX, eA 

dP9)—= AP,7T) + AT, 9), 

DERA lil Ys EASE h Menger 引进 的 。 他 RENTE 
芯 是 完备 的 硬度 景 空间 , 则 对 任意 pg eX, pq, PAX HAH 
点 了,9 的 子 集 ,该 子 集 等 中 于 长 认为 4(p,9) 的 革 个 区 间 ， 和 如 果 这 
个 子 集 是 唯一 确定 的 ,那么 就 称 { 蕊 ,@) 是 强 山 的 ， 可 以 证 明 , 若 X 
是 具有 有 界 距 离 d 的 强 : 中 度量 实 间 ,那么 了 必 为 山 度 量 空间 . 

Naimpaliy'??7 1 提出 下 述 问题 , 在 刚才 提 和 到 的 命题 中 ,度量 空 
尊 马 为 强 凸 的 条 件 是 不 是 本 质 的 ? Mavinkurvel?™) fei, e Be 
SAX, WRAP. ATAT: 

eX 2PM AR, Mt. eX, $ dlp, 为 这 个 意 
位 圆周 上 两 点 7 与 4 之 间 较 小 的 一 个 强 的 长 度 ， 易 见 , CX. 
完备 的 凸 度 最 空间。 但 并 不 强 凸 , 因为 车 » g 为 单位 圆周 上 的 
直径 的 两 个 端点, 则 并 的 含有 点 poa 的 子 集 就 不 唯一 确定 的 了 . 

iS PRE. 为 此 , 设 了 是 圆周 上 到 单 点 集 
{0a}CX 的 常 什 映 射 ,g PEERS, 它 取 山 周 上 每 一 点 为 
RT HEME. FiéeS g==. Rar eh BAK 
MFE RAE 


= BF >» 


eCf Aj=a,e(h, gm SR, 
FP KaKa, mMe(f.k)=a WN, AO RP, RRs 
于 一 个 以 为 中 心 长 为 2e PMA, 正在 这 个 象 上 的 限制 ， 可 
TAT FS EASA oe See. Alig A ab p EK, E 
hpi) = po. FÆRA g 的 定 交 :应 有 eg) = n s Ain 
ef. hj) +elhsgi=x+a, 


[haa Ale, PARAS. 


第 二 党 ” 赋 范 线性 空间 


本 书 中 所 说 的 线性 空间 ， 除 特 则 声明 外 ， 都 是 扒 复数 域 或 实 
TR BARES E ,并且 我 们 假定 读者 已 经 部 悉 了 关于 线性 空间 ， 
线性 子 空间 (简称 子 空间 ) ,线性 相关 和 绕 性 无 关 ,线性 组 合 或 线性 
表示 等 定义 及 性 盾 ， 此 外 ,我 们 还 要 引进 -- 紫 定居 和 记号 ， 

设计 ， 了 是 同一 数 域 所 上 的 线性 空间 。 算 子 全 :正六 了 称 为 
线性 的 ,是 指 对 任意 +,y CX Rha, BEK, H 

Tiavtrphy)=~aTr + bTy, 
RE TX > KPT. FRA 
kerf =P {0}={rTr= 0} 
BARIT Pe XV iy Beak TREA. 

IRA , Y AA APES al AEE - TAA BY ERAR 
METT PRX 5 Y RCIA, MRL KS, 

VEN BARTEL RAG} CN EX hfe Hamel KE dg 
X ep 4 — FEET BY A LA PS BD FF BR eR EH HE ME He 
出 ， 于 是 ,对 任意 cr CX. e 可 表 为 

= ths, 


这 里 ,和 式 是 有 限 天 的 ,有 类 示 革 是 唯一 的 . 

可 以 证 明 ， 任 何 线性 空间 都 存在 Hamel 基 , 而 且 同一 个 线性 
空间 内 的 任意 两 个 Hamel 基 都 是 一 一 对 应 的 ( 参 肴 i3261,p.17). 
因此 , 司 一 个 线性 空间 内 的 任意 两 个 Hamel 基 的 势 是 相同 的 .所 此 
RE ,我 们 可 以 引进 线性 维 数 ( 亦 称 Hamel MAAS, MER 
性 空间 六 的 线性 维 数 (Hamel 维 数 ), 是 指 玉 中 的 Hamel 基 的 势 , 记 
作 dimX， 仅 自 零 元 素 组 成 的 线性 空间 称 为 零 维 线性 空间 ， 
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设 互 为 -线性 空间 , 如果 对 于 所 有 BAL Aul ASO, 
20, 有 244 十 44CCA( 对 于 所 有 的 |2| 志 1, AACA), MAC 
廿 称 为 晤 均衡) 的 ， 了 包含 4 的 晤 小 而 (均衡 } 集 称 为 的 集 44 的 
Doe Re). WREE e> 0 RE FPA Aloe OY A 
有 AAD BG MARES PR A EB, WRX PARA 
CX RES,» MERE HR YEAS, 

设 A ARTER AX eS Ee CA, BR ye CA, 
O<tATLw=Ayt (1- 4A)z 时 ,有 zx 一 y 二 zs， 则 称 z 为 4 的 一 个 
via ES. 4 的 端点 全 体 记 为 ext4， 

VEX HARES MER 2 CX, A-- Wee ei Se 
AM JAB Delo, HHRH r= okle] Ho; CU) ATF 
BeeX RRA, lArl=|4| fel; Gia, yox, e+ 
ey cae MZR X Aiat ii, lel p e 的 wae 

YES AEWA RIE], RAER X pI 点 A e RFE Be 
ames ec X HET 
lim] z,e] = 0, 


记 作 limeo 组 或 srs(n 一 oo)， 有 时 简 记 为 tar, 

FE MWR TEER UE SS BEE A A d(2,y)=|2—yl WE tk 
E Fe FR ER BRAY Banach ij, 

MARTE SI XE, MEX HEE ER eR 
la}. GRE AM Bate Be ATE ll se ERE, id fe span At, w 
spans RAL LE — OAR CSR PEG Br BON H 
线性 子 空间 。 形 所 张 成 的 闭 线 性 子 空 间 记 作 span az, 

设 忆 为 一 线性 空间 i pol EX ERK ER E FETE IE 


om, (EAE 
m) xfs el,-cM fal, 


对 一 切 * EX 成 立 ， 则 称 范 数 | 上- 上 SMR h 等 价 。 容 易 看 出 ， 
两 个 范 数 | .上 ,与 1 .| 等 价 ， 当 且 仅 当 它 站 在 X 上 定义 了 同 一 个 
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ibe ee 


拓扑 ， 于 是 :两 个 范 数 的 强 . 绒 性 以 及 不 可 比较 性 等 髓 念 是 不 埋 而 
CCE 

VEX» ¥ BAMA EES SA] T EEEX TEHE ETIA 
MUSHY PORE. SPERM WE — H o Ck BH 
. Pelse, 
WTA RH. HT DRAR REE IATA. (Tels 
M |x| Rt- eC 2 RRR MAS TAR BAT ee, 
WEIT. 显然 有 

O H EE A Tas zl 


Gi) |Zl= sup lrzl= sup 12zl=sup 121 
hrf 1 itzhe 4 zer jal 
xR AA aed 


SY DHEA, EE TR RE REE se RAE 

FORRET HRT AR: TM ARS SAT EERE, 

VEX o, V BEWARE EZ A CX YR NAY BS 
Bia ABET RS ELC, Y eae Me is A 


wes: 


(al) nusale(PEL(X, F), a bt), 
WE X,Y) Pe ERR HS EA PR EC ECX YY), 
(Pq = sup [Pal 

WEC, Y) 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ， RRL, Y) ERE SET 
AE AY xP Banach rA Ml] D(X ,¥ 4-4 Banach 2 
fal, WXY, WEL, YA LK). MY Hs BBR, W % 
LOX, BXH Tate X, EAR — Banach 4: H 28 
MIE TTEN MIRAN XO RX LCI. 还 
BY ae ON SE 

FERHAT A X BX ** A SRT p: XD > 
Fex** 其 中 对 于 所 有 的 了 EX* MAF CP=f Ce), 如 果 这 个 


. 3] >» 


等 中 映射 ( 称 为 典 则 贞 射 ) 是 一 个 满 射 , 则 称 开 为 自 反 的 ,而 且 通 过 
oT XR XA** SRK. ST = X**, 

EMERE A XY —- SAREE Si X/ EX HR 
FM 的 商 空 间 ， 对 每 个 元 [x]& X/M, REM 

Heli = inf iyl, 

Alri X/M_bR— PH, "ULE XE Banach “fal; 
MAREA M 也 是 一 个 Banach 空间 . 

有 最后, 我们 列 出 一 批 Banach SMAG TAF.: 


1. P< pct OEE IE [<< + com RF x = 16,3 
所 成 的 线性 空间 . 


2 =, IMAL =i], fah= suplés 1, 
3. e 由 二 中 的 所 有 收敛 : 数列 红 成 的 线性 子 空间 ， 
4. co He PRAM 0 前 煞 列 组 成 的 线性 子 空间 . 
B. C(2), Hausdorff 空间 O 上 所 有 取 值 于 数 域 天 的 有 界 
Ean e RUER E=, iel =supfe (t. 
在 下 述 的 例 5 和 和 例 7 中 2 是 抽象 集合 ， & je 2 FR o 
环 ,而 上 是 定居 在 A 上 的 ce AOR ELR). 
6. LA(S c), WEZA O, 2, u) EEE 
得 | leo) du< +cc 的 可 测 函 数 x 的 等 价 类 之 集 ， 
Es 
7. L (R, R, u): PETERKA H A PEH WS 
数 x 的 等 价 娄 之 集 ， 
la] =vrai max zfer ij 。 
8. Hilbert 空间 VV, WERKIE 上 的 一 个 线性 空间 , 它 民有 
EEN x HEDRET E PRAHE, y) TA. Me. yds 
» 32 « 


《入 TD Cae + By, zS alga) HESY, 2 Cm 25520, (an =0 
当 且 仅 当 w= 4 ， 范 数 定 义 为 1zf = Ve, Me 
— AP UR ESS hy tn EL ESE ae, 

§. C"a,5], MAWES RR K Be «2 |b BA m ne 
续 导 数 的 集合 ， 


lel= imax [O0], 


T。 存在 某 个 线性 空间 中 的 两 个 线性 子 空间 ， 其 并 不 是 线性 子 空 
5. 
容易 证 明 :线性 空间 中 两 个 线性 子 空 他 的 交 必 是 线性 子 空间 ， 
然而 ,两 个 线性 子 空间 的 并 未 必 是 线性 子 空间 ,例如 :, 变 到 大 定 
义 在 区 间 [9,1] 上 的 一 切实 值 清 数 序 成 的 线性 空间 . 今 


M={x(t) :a(-)= 0}, 
N=ty(t)iv(4)= 0}, 


WL Fa AE Kee stl, 4 (L) 0 (te ot, 


MR Dry EMIN, RUUNPRXH RIES 
jal. 
2. FETAR aF A E ATARA, 

RPE ,对 任何 线性 空间 的 子 集 4 RR a, Bii Ca- p) 
ACa@A+ BA, …- 般 说 来 ,这 个 包含 鞠 系 是 严格 的 . 例如 ,在 R 中， 
F 

X={(#,0)'@ER'}, 

¥={Q,y):yER}, 
4A=XUY,Mj A+ 4-R*, m 2 A4=A, hm A+ AEA, 
3. 存在 某 个 线性 空间 中 的 非 凸 集 4 ,适合 A+ A-2 A, 
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容易 征明 ,着 4 是 亚 集 , 则 必 有 了 丸 + A= 2 4。 然 而 等 式 4 + 

A= 2 AJ pA AE, fni 
A={ix,y): (x,y) ER, 2? + y1) 
Mies, yla, YER’, 0<r<ci,y=—o}, 

BML, A+ A=2 A, E ARERR, 
4. BER PME PAED E A p iR jt AAT. (8 T CA) 

Bok. 

AUER, TERRA P, CRRA. Amt 
FERRER PRRRBAE RAPER GEOR. Gilet ae = 
(8158255 VEL T= likn UTE —-P RIAL 
性 映射 ， 设 


A={(0; fnis 0) DIE ISIPU((2,0,0, +++}, 
n=l 


BY Ae HR AEF AR ,而 
P(A SiE, . “3s x [é,1<1}, Bee i 市 的 一 个 凸 集 .。 


5. 存在 n RE SP NE OR, 

BIE n RERA R PHEA ALAE a, R 
而 两 个 闸 凸 集 未 必 同 肛 。 例 如 , 单 点 集 为 闭 凸 集 , 但 它 不 与 n 维 欧 
EG 25 RPR BAA CSR 
6- Ri 中 的 一 个 吸收 集 , 它 在 复 平面 内 并 不 吸收 ， 

W Big B: 是 平面 上 的 分 别 以 (1,0) 与 (一 1,0) 为 中 心 的 单位 
HHH, C 是 以 (0, 一 1) 与 (9, 为 端点 的 闭 直 线段 . 令 4 一 Bi B, 
UC， 则 4 作为 实 空间 及 :的 子 集 ， 它 显然 是 一 个 暧 政 集 。 但 作 
为 复 平 面 的 子 集 , 它 不 再 是 吸收 集 了 ,这 是 因为 对 于 无 论 多 么 小 的 
ER rA 不 能 包含 以 7 为 半径 ,中 心 在 原点 的 加 盘 . 

7 了。 及 * 中 的 一 个 均衡 集 , 它 在 复 平 面 内 并 不 均衡 . 
设 4 是 平面 内 以 (0,0) eft BU A EAT T ee 
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方形 ( 非 正方 形 ) M 4 ESS RATE, CE 均衡 的 ， 即 对 
于 任意 实数 ECE AA ACA, 10 4 EAP RTE. ER 
AREA T REHA id 并 不 包含 于 4 中. 

注 其 实 , 复 平 面 C 中 药 均 衡 集 是 .CC 空 集 SO 和 每 个 以 0 为 
FLD Bl GOSH m R* 中 则 有 更 多 的 均衡 集 ， 任 何 一 个 
中 点 在 原点 的 线段 芥 是 ， 共 洒 因 是 ， 尽 管 C 和 RR 等 司 ,但 从 它们 
的 线性 结构 方面 沽 诗 , 二 省 是 完全 不 同 的 . 

8。 丰 在 某 个 线性 空 闻 中 的 集 , 它 的 艾 衡 忽 的 王 包 不 等 于 它 的 凸 包 
的 均衡 包 . 

PERE, —PS A a TES agy 
a. Blane 

S={(a,y)1(e,y¥) ER? a+ y=1,"20, yS0}, 

SWS D eS Oe BS eS Se aA 
{(e,y)iat yi, r 5d, yo me rt yletyn, 
WA, EEE. BHAT S Peep ee eS 

AT SEAS, 
任 给 线性 空间 X, THX AMPERM ES RASS 
fa). 

VECh LE RES AA phy — Pomel de. FE AER TEX, 
oe Ay His — fe hy 


x= > take, 


BA, Sheds mal WARRE, IAE 
HBAR, MTX, l PA-REREZN. 
10， 存 在 某 个 线性 空间 上 的 两 个 不 可 比较 的 完备 范 数 ， 

可 以 证 明 ,Banach 空 间 eo 与 ?具有 相同 的 线性 维 数 , 六 而 存在 
由 co 到 上 的 一 对 一 的 线性 映射 了 (大 看 [236]，p.20)。 殿 助 二 这 
个 线性 映射 ， 我 们 可 以 在 上 职 下 述 新 范 数 ， 
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lak= | f(r) | p, lE e). 
EB UE Ceos l DIA Banach 2 jal, 
AE co EAR ER eR a | RATE, RET 
以 比较 ,那么 由 Banach HAPEE oy (参看 [14]，pp，121 一 
122)， 原 范 数 与 新 范 数 必须 十 等 价 稀 ， 即 看 在 正常 数 党 ， 玉 ， 和 使 
WH Vx Ca, MH 
mjel E EDM haho 
BERT an, Feo M ER- REENER FÆ, Banach 23 jaj 
co 与 1 或 党 都 是 自 反 的 ， Ma MAE ABA 236), p.105), 
这 显然 是 不 正确 的 ， 
141， 存 在 某 个 线性 空间 上 的 强 、 弱 两 个 范 数 ， 使 强 范 效 完 者 而 弱 
范 数 不 完备 . 


ERREAREN leh — 于 15.1，1z1 一 saplb|， 共 中 
z 一 人 CL MR ERER o wam DREE E. 
Jel =suplé,l <0 lél=leh. 


RE ER Ben, See, = (1/n,1/R, e+ 1/n.0,0,°++), Weal = 
1,%=1,2,-++, Mlle.) =1/2 > 0(n>oo), ALR) Pee T 
FER |. 
过， 符 在 某 个 线性 空间 上 的 强 ， 隐 两 个 范 仇 ， 使 弱 范 数 完备 而 强 
范 数 不 完备 . . 
在 线性 空间 c。 上 了 到 两 个 不 等 价 的 完备 范 数 |x |. lal (参看 
109.4 


har = hele + ivi. 
Bll I~ bl 显然 也 是 线性 空间 cv 上 的 . .个 范 数 ,而 且 它 既 强 于 ] .1 .又 
强 于 和 上. 
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AERA pA. MERRER e PID RUS, R 
VE VALS. Wát Banach HA TEA e Be Hl BE e 
SH RS Lett, Mitt}. Sh |S ,于 为 矛盾 ， 

雪 。 不 能 赋 耶 完备 范 数 的 线性 空间 . 

SSF ERR PES MB, ARTE LAR EH ES RA 
PRATER EE CB 9, BAT SSE FE RRR LSS A, 
FE TS ARE UR FP SC Fe Be it EA PP Banach 4 ja]. 这 个 问题 的 
答案 是 否定 的， Bl. RINNE RERA ARA EE SEEM 
Bile = (anaa tan l MAB, Fee Mo BAe Sh Abia 
To ME” se Ay FERRE AL, 

HERIR” ERP SSSI, REREZER LOR 56% 范 
Hei, BKE”, p DA Banach A , 那 乞 它 应 当 是 一 个 第 二 H 
的 集 ( 敌 看 [18]，pp,68 一 69) , 另 一 方面 , 令 eo = (0, 0 :01， 
6……) 则 {es 和 :所 些 成 的 线性 空间 就是 吾 ”, 而 而 《ee 
Fests KAPET pE, =spanies,:++,e.}79ReC 2", 上) 的 闭 的 
真子 空间 A 


不 难 证 明 ， 各 个 至。 在 (五 " ,| 人 卜 内 都 是 无 处 稠 效 的 , BIE) = Ê 
=Ø. ARTERE A E n A BAR oC EB, 以 及 xo 的 
SES IFER BC ay, 7) ia jeo alar tE 
Boe OC Èn CE na 

任 取 xE EB”, Sea PFE RBA > 0, Mee — 2, © Blr DCE n AF 
EB, RP, Airc #,,. 于 是 得 到 EnH 2°, 这 与 FH 
E | DBRT AR RAFI. ik. En CR? ,小 人 内 是 无 处 
FA AY, Mi Banachi aE”, DER AE, a EE N. 

E TAEI A AIC Hamel Fe a fik KEA h] EA TE 


a 3y + 


A 


1 
o, 


范 数 的 充 要 条 件 是 4 引 * 一 Ge, 这 里 名, 代表 可 数 集 的 劳 (过 看 [183])， 
FA Enta ae ow Hie hee be ktat” 的 再 ael 维 
BAS EER St, AREER” ERT ER. 

14. PADGETT LOOT A BIR RHE. 

在 线性 空 闻 co. 上 取 两 个 不 可 比较 的 完备 范 数 上 有, eh CE 

看 例 10) , 令 
tha tt =o, tiele), 
fi Banach fe Fe FER IN + WW AREA. 
15. FERTA SALAA ARAE BME. 

我 们 用 [0,1J 代 表 定义 在 区 间 [0, 1J 上 的 县 有 连续 导 效 的 
math, PEMA SH. Hae C o] Le 
数 

lele =maxlzti)!, 
zl=mezle‘C)|+ so), 
其 中 x ec lo,1]. 易 见 ， 范 数 |， | te LOR ee. 而 其 和 Tel = 
人 人 .+ 可 是 完备 的 。 
18. 一 个 Banach 室 间 中 的 第 一 纲 子 空间 , 它 本 鼻 并 非 第 一 捧 空 

间 . 

二 维 欧 民 空间 及 ?中 的 一 维 子 空间 及 :显然 是 及 ?内 的 一 个 第 一 
岗子 空间 (机 有 :的 闲 包 不 售 有 习 信 民 的 内 点 , 故 其 自身 就 是 ROA 
HPF). ATR SRT th 完备 度量 空间 ， 
HME RH. 

注 ER Pe AX ATERT, Xs 为 其 于 空间 时 ， 
五 ,为 五 内 的 第 一 纲 集 与 VEREER RRE E 

可 以 证 明 eX Ay — BE RCS, XC X, 车 XX 的 第 一 纲 
KB, AXoeX PR, WX BS bam — Ae RAUN] 
pp. 242—243), 
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17. 不 完备 的 第 二 岗 空间 . 

完备 度量 空间 必 为 第 二 网 的 ,其 逆 不 一 .例如 ， 设 全 为 无 理 数 
Bboy CX, ediy) ley MCX, d) 就 是 一 个 不 完 省 
-的 第 二 纲 的 度量 空间 . 

注 利用 Hamsel 基 ,可 以 在 任意 无 穷 礁 Banach 空 间 X 内 从 出 
不 完备 的 第 二 网 线性 子 空间 ， 事 实 上 , 设 妃 是 工 的 Hamel #, ME 
rh FP ACO TES 

X= span {HN {hatho 
Aye span! AN A keen +1 R= 


那么 ,显然 有 X= |) X. IAA SEH XE N. 


File, Xa( e220) MAES Ath — SD CB Fae EAR E Sa. RA 
第 一 网 集 之 并 仍 为 第 一 网 的 ) ,因而 不 妨 设 XX 为 第 二 岗 的 线性 予 
空间 ,并 生 , 当 注意 到 第 二 岗 集 的 定义 时 ， MaX, EXP 必 有 内 
A Wey XH —RBO 2, OICK,,.. F 是 , 由 X,, JSR MENG TT 推 由 
A, =X. HE MERA a X,, CX, X AX MIX, 
AAG JA X,DRAERS, Ah, Xia x, Be 
为 所 要 求 的 . 

18. 一 个 不 完备 的 赋 范 线性 空间 X RX 的 闭 子 空间 有 时, 使 BSR 


XMR. 


ae 1a, PRERESI ZA MEX APS, N 
高 空间 Mbu., BHES, APB RE 不 成 立 。 俩 
ho YUEN WA ler HELE, MRA A PEO WOE ALK, MA 
Xe, ate Min, HR-MRESM) 坐标 条 为 0 的 元 之 全 
fk .那么 型 是 的 名 线性 子 室 间 , 且 商 空间 X/M 是 完备 的 ， 但 站 
BAR SE fe (22-13), 
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注 其 实 可 以 证 明 ， 赋 范 钱 性 空间 立 为 完备 的 充 要 条 件 是 
对 蕊 的 每 个 亲子 空间 时 ,类 Bx / wee ALL] pp.si— 
93), l 
9. FREPRBRES ANT EAM Rx, Er EMi RE 

不 是 唯一 的 ， 

Rg —p=(x,y)ER?, Apl =max{lal,|y}}, 则 RED 
为 一 赋 范 线性 空间 ， 恋 形 二 人 C2,0) :TERT,po 二 (0,1)， 因为 对 . 
EE —1SeSi,p=(2,0CMAd(p,,M)-d(p,,p), 所 以 po 到 - 
KRENAR. 

BE TAER, A Mp eA 的 任 一 有 限 维 线性 子 空 
潭 ,那么 对 任意 Bo 扩 瑟 ,在 型 内 必 存 在 唯一 的 一 个 对 于 Po 的 最 过 元 
?7( 夫 看 [11],p .217). 上 上 述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 斑 为 严格 凸 的 
条 件 不 可 去 掩 . 
20。Riesz 引 理 中 的 实数 et0<a<<1) 不 能 而 强 为 一 1 

Riesz 引 理 JAX ARES. X, EXAMS, 
MOLa Li BETE X Malai Hir eke My 
LEXIM., 

应 当 和 注意 Riezg E iA ira ARRE Bile, RAE 
JEKLO LIJE Egal) = ON kad), 按 道 常 线性 
运算 所 成 的 线性 空间 ， 对 x E XS 


zl=maxlztt)l, 
Oneal 


W(X] WRAP Banach fal, & 


X= fa :xEX a faao} . 


易 见 ,了 ,是 的 闲 的 真子 空间 ， 慈 证 不 存在 x 全 下 适合 {zof 二 1， 
Bie, ejar ir EX Rey. RES, E XS EA: 一 1， 
Ale rjali ir 后 总 成立, 于 是 对 每 -一 y 全 ANA, AS 


- jü + 


说 有 人 [zo(D 一 py(DJa=0, 从 而 ro 一 pvyE Xe 因而 得 到 


1 || ao 一 (to—byy i = lesy |l , 


Be 
prsi 

MRO NEM E PMN LE 
if. a(t) ai 


f yoa == 
<ly Ff wa |. ay 


ITER Mn, BARA et) EXNX,, Weit, Bt 
得 到 


人 pad 
iv @ \ 


n 1 六 | s 
rr feve] 


=| faw di, 


HFa 是 任意 正 整 数 ， 国 而 1 <| sd dae! .但 是 ,条 件 z 


He 一 1 及 zo(9) omit a8 | (aC de] <1, 从 而 导致 预期 的 基质. 
21. BTVUMABTE O Srp OO) BER. 


« df = 


第 ,从 而 se. 然 而 ,由 于 级 数 SL we he, ATEN, 


注 AREH 4i<r<p<t+om MAUI, ERR A 
说 明了 这 个 包含 关系 是 严格 的 . 


22, BF 人 COMRBFINAK. 
r= | 
= 1 
Bera Giot hee) WHERE Em REL pE 


ee, ee CD, A we ñ pee, 但 因 级 数 于 让 发 散 ， 
eae & 

注 AEC 门 上 中， 上 述 反 便 说 明了 这 个 包含 关系 是 
严格 的 ， 
23. BT MRT | rinse K. 


i 


InQi+k) ” R=1,2,¢++, Wa = iE E ey, {AS ERE 


ies = 


TEE Eee, aie 


=1 


WO ey 是 发 敬 的 ， Bta & 1", SMe © Ur. 


注 容易 证 明 , (JCC c。。 上 述 反例 表明 了 这 个 包含 关系 是 


asi 
严格 的 . 
24， 存 在 点 列 {xo} CE EdE ALL 00) 中 收效 而 在 
i 
Pe y= (WT yer RRES E Ue, CC! n=1,2, +675 


a 42 + 


其 中 1 所 ?之 PP 之 + coo， 因为 
Nahys = CR r+ wee +a TYE 


2 
= (nen T 


= (nF )F20 (n>), 
Biro UY mika o. 但 因 
[rel = CR 
Weta) EU Rie, 

注 容易 证 明 ， 车 lardpd reo, {r CO, BAr E T p 
aTe Hie fee pie Pe, BERRE Tk Pr le 
RERE MES, 

25。 训 在 茶 个 线性 空间 上 的 两 个 范 数 及 点 列 {x。}， 使 {x,} 在 这 两 

TEETE TTR ER AB A 

我 们 用 PRESS BSR a A A ee a 
fl, Rh af} —ay-+ agit +--+ +a,0"CP,& 


i | EA 
[2 fe= dial ho g+1? 


KA, Ne SEP Be OTE, BL, 

ta — yl ll lyin, 

lazly=|allsly, rls20, 
HEI ely=0 SARS o)=0, ERKE eG), Me 
Jrjr=0, hale =0, ME 


(A) [oa 


=, 


由 等 式 (B) 得 到 a, =O jN), ADRAC) 得 到 ay =0, AE 
X01 三 0。 于 是 ,上 1y 是 线性 空间 户 上 的 一 个 范 数 ， 
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Fx (=e Ue 在 (了 Ts 中 收效 王佐 ,这 是 因为 


1 
z +l 


PEM RAVER SMe, € PHS yE tnl, 2 t, 
琴 为 {z 线 性 无 关 : 即 :za 中 任意 有 限 个 元 都 是 线性 无 关 的 ,所 以 
{y RT PREETI, MER ye BS PER 
性 子 空 间 ， 则 对 任 一 yY 握 于 可 唯一 地 表 成 


y= Dawe 
的 形式 ,这 里 ,和 式 中 只 有 有 限 多 个 a 不 为 0， 在 2 上 定义 范 数 
i= (solely, 
然后 把 它 扩张 到 整个 空间 已 上 ， 于 是 ， 由 关系 式 


Eat i PES > (n>co), 


Le woi [ynl 0 (nco) 


BF ie EP DERF to, 

RATATE Laugwiz EHE, Laugwitz 还 征明 了 线 
eS XPS CER ae Pe APR ERT aE 
Azp) MAR Yea AS. d EEX bie he 
ATR, fo. CRT ER, 

26. 存在 某 个 线性 空间 区 上 的 两 个 范 数 i*| 与 1 h 及 子 集 AWA 

#(X,|+)) 5X, i+ |) PRA, MCX, |] tlh 

E, 

在 线性 空间 o 上 取 两 个 不 可 比较 的 范 数 | 与 1 A A 
1D, Hr HEC l D PRAF a, ME l lo Pa F b, 
B amb, $ 


A=(6,0,2,,%2,°°*), 


WAE LDE Coos H+ Es) PRE AY EEC e+ aD RAR 
.是 紧 的 ， 
29。 赋 范 线性 空间 上 不 连续 的 线性 泛 范 ， 

在 1 上 取 范 数 |z1 —sup]é.] He 2 CEE L INGLY) 为 
一 赋 范 线性 空间 ,， 令 


f (8) = Y En, 


n—l 


易 见 ,f 是 ! 上 的 线性 泛 函 . 北 证 了 不 韦 续 -为 此 ,只 要 证 明了 并 不 
ARET, SHER TEM n r= See, Jk = C0094, 


OM eel Alal=1, f=, FRI flea, BMS LIER 
的 . 

注 容易 证 明 ， 有 限 维 号 范 线性 空间 上 的 线性 泛 浮 都 是 连续 
的 。 对 于 无 穷 维 赋 范 线性 空间 X 必定 可 以 作出 了 上 不 连续 的 线 
性 泛 函 ， 事 实 上 ， 设 1z,} 为 和 中 的 线性 无 关 的 点 列 。 因 和 是 EA 
迫 的 ， 故 这 种 点 列 是 存在 的 。 令 天 是 由 点 列 {zj 张 成 的 线性 子 空 
WH e> Eler <E, n512, EMERE M fA 
F: 


fle) =>, n=l, 2,*. 


让 r> > esasE MIS 


k+L 


fe) Do anf Cs) 


GAS, fy 型 上 的 一 个 线性 证 国 。 以 五 表 工 的 一 个 Hamel 基 ， 使 
HDir.}, PRAE: 

lan fle.) n=l, 2 

&6@)=0, eE HN {r Fs 
ORK ee Yl prle EH, A 


k=l 


e(@)= 30 Pagla. 


g LAX ERE. H limle,a,]—0, m lim gler) =1, 

he © EE, ~ = 

28. SASH thas PRERE Se, 
EAE ET SRI, Bild, BU 

代表 只 有 有 限 个 非 零 坐标 的 数列 + 一 {5} 所 成 的 线性 空间 ,并 令 


ai 

lei=( iY, 
uE E p? 的 一 个 线性 子 空间 . EE PRAA r = (1,0,0; ), 
oerna (L Hoginn jee 并 令 


i 
Z 
1 1 1 
e=(Gh, "tts To get ) S fl 


leeis 


in 


RELEE 
a| Y> a>), 


o 


BA a Kae e BP ae Gee BWR PPP PR Fae 


- fA). 


和 注 ARAMAZ ADEE REF MA. 
—BH, ERIC AR ee ial X EA EM ER RE 
EA ERD Heh — {are eX, flr) =0} BX TH 
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CAR EP Sl. HE, FE BRR AT BREA 
舶 线性 子 空 间 ， 
2S. BEEPRGRES APRA AH OM HRs, 

设 了 是 无 穷 纵 赋 范 线性 空间 瑟 上 的 不 违 续 的 线性 泛 函 〈 参 看 
例 27 的 注 ), 令 

B={z:rEX, | fin Zh 

L, BEX PH i ARE. 

BULB AAR, GABAA b FEELERS r, tE 

S(b,r)={eizEX,|a—bl <r} Cs, 

于 是 对 任何 满足 不 等 式 |al<<1 的 点 a EX, 都 有 5 了 ++ra€E sib, r), 
Mitt | f(b + ra) | <1, Be 


ARESO D 


MER eX, EG asop = Mla <i, Ae DRS 
æ \i_-1+{f()} 
[sip <A 
a ro sA HAO Dil g fpct EY EAA 


Ex RETIE. Ak, B 没有 内 点 . 

L FERTA E EA e O A A o AT eK, 
LE f APCS HERA ER TE Al X_ EATE E (BR 

Pl 27 RIE), ABE irr EX, [F S, MB AXP 
Bik BEX PMR, BRL BT SERA fore eX, 

f(s) =O} BIND, TOE X PARECEN] p 103), FÆ, 

BEX} DBR. 

31. SESTRARES PHAR HA oye ike. 
AE” LRH wl = sup] se| a= {EE E”, WICH, T- 


a j7 a 


”一 赋 荡 线性 空间 ， 令 


a=f =F Ë 


AGA 2 a fe E. H a fE RH (ELC EB, wN0, & 


可 


Z6 [Snan }, 


SNETT 


Zei <j ot 
pS E74 | 
<i 
Bial 
<1, 
ik x4, 即 4 是 吸收 的 。 叉 因为 
[zie 
4= 人 [=: Ea} 


PUA. 益 证 4 没有 内 点 ,从 而 它 是 一 个 无 处 筒 窗 集 . 
O 零 元 崇 不 是 4 的 内 点 ， 事 实 上 ,我 们 有 


[Bhs h- [Goo] 


。 Aa] E E a 。 
TOR :— wt OG) 2.un(., "rsa jea. Fal 此 
apa .0 A, 
Gi) 什 意 YE 三 "都 不是 4 的 内 虚 。 我 们 无 证 明 等 式 : 
Box,r)—Bla,r)=B(0,2 r), 


» AR 


其 中 B(x,7)={y*1s 一 yl<r}y, Bye B(o.2r), Wiyar, 


Q usett, 90=# 一 也 , 则 woEB(s,7), 且 y 一 一 0, 页 


yOB(r,r)—BCa,r). 
反之 , 设 ye Bow ,r)— Bla ,r), BB 
(= -2 )-{ e Lye Bex.) Blas), 
则 | | <r May <2 r Bye B00,2 7), 
RRES 不 是 4 的 内 点 ， 假 若 * 是 4 的 内 点 ， 那 么 将 存在 
Be:7)C4， 由 于 4 是 四 集 , 喜 4 二 也 (4+ 4)， 又 4 是 均衡 的 , 故 
4= 一 4。 于 是 得 到 


_1 Zi, 
A=3(A+ 4)=3(A-4) 
DF B(s,7)~B(2,7)] 


1 
= B(0,2 r) 


= B(0,r), 
因此 ,0 B4A KS DREAD. 
32. FEEPRESESRRHSR, CHREMARSTFEH 

闭 包 张 成 的 线性 子 空间 , 

ABIL MRS PHRMA (le & 读 集 
hy Bl) 等 于 它 所 张 成 的 线性 子 空间 的 闵 包 【〈 参 看 
[326],p. 177). 热 而 ,一 个 集 的 线性 闭 包 未 必 短 于 它 的 著 包 张 成 
的 线性 子 空间 ， 例 如 ,点 列 {e 人 是 Banach 空间 5 HRI, AT 
张 成 的 线性 子 空间 是 8”, 而 如 "在 ¢ PAR, AD tend 的 线 
性 闭 包 是 c PAB. MERE Te”. 

33。 存 在 某 个 赋 范 线性 空间 中 的 无 限 集 。 它 的 线性 闭 包 不 等 于 它 
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的 元 素 的 无 限 线 性 组 合 所 成 的 线性 子 空间 . 
RAEM ES XR, BARRE, Se 是 4 中 
获 元 素 的 无 限 线 性 组 合 所 成 的 线性 子 空间 ， 妈 


S= antie 均 为 数 , zsE A}, 
只 一 上 


BUM SCS: ERE FER wE Sy 则 存在 数列 (as} 及 
FU 2.3 CA, 使 


性 
Yn Yar (n>). 
ke1 


AAS, ea AB ATE F tial ie ee Sy, 
EHER BAXS 一 般 说 来 是 严格 的 。 例 如， 我们 
考 虚实 Banach 空间 CL0,1], 并 令 
A={i"in=0,1,2,'), 
HN ASC(O.1 AFA, PH Weierstrass IEE. SiS CL] A 


-PEPR Ecto. CREARA KTR 


in 的 无 限 线性 组 合 , 这 是 因为 雷 级 数 绽 ant" 在 C[0,1] 中 的 收敛 


性 等 价 于 它 在 区 间 [50,1] 上 的 一 至 收敛 性 ,其 和 函数 应 当 可 微 ， 然 


而 函数 | 一 去 | 在 := 去 处 并 不 可 微 ,所 以 | # | E Sa, Ait Si 
Sa, 


34. 存在 某 个 赋 范 线性 空间 中 的 两 个 闭 集 ， 其 和 不 是 闭 集 . 
WZ=U xl FES ERE 
lesy =le iyl 


RB, a= (ECU ie] e]. Lae z E A A 
Px (0), TE PA U GSE a HF EF 
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2S, Blan, Fi ae 
Ta=FEd=] Er, 
ÇN ={(1, Ts) sc. BRINE BES. Aly TE 
对 一 前 用 ROS, RUMON=((0,03, MtNXZ, ER 
taye DETAI ed GAT y TÆR 
(E — Ea 0) + En Tni, yne), 
He M + Nd Zh Bes, AM + NORA, 
注 容易 证 明 , 洲 4 与 总 臣 基 个 赋 范 线性 空间 中 个 闭 焦 , 且 其 
中 至少 有 一 个 是 紧 的 , 则 4+ BAAR, bites 74 AS 
BARBI A+ BRA AA, 
$8. AS PRAMAS PHATE, C BTR At 
C-E- CHIR ASB, bey gh ERT, 
FERMA H Zwier 和 Puckly Hany, 
Gi) FORA WIC HRER, 4 一 {0},B 一 {1}. 
Gi) 车 有 4 不 是 ,可 取 4 二 {0,1}, B=0=[0,11. 
GD 4 ARH, AH A=C=(0,1),B=[0,11, 
88，CI0,1] 中 的 一 个 半山 子 集 , 它 不 含有 时 小 范 数 的 元 察 . 
考虑 Banach 4 ii] CCo, 116 +76 


i 1 
N=|e:sEcT01E f edt f aoar, 
Bit. MAAR, BE, ik r, EM Ho2,>2x,(n>co), R 
AOLE find, 


H max| x, (t)—2,(t)|>0(n>co), FERH 


fF adi- fna 


5j >. 


> f adt Jeeta (n> 00), 


1 
人 De 一 fira, 


所 以 rC MUME HRE., X, ER te, yOM,a>0,820,a+8 


=1, A] 


Plasa) + Byld f Last) + By) Jd, 


PLL ax+ By CM MENE, 


TER eC M, Wiel 1, SEKA, 1] be ER 


RA 2,(t), 
f cil o 
T+ ery dats z7 ite, 
i £ - 1 E 
alf) = — to g 3 
(2) 线性 ， 2 tite, 2 1 十 en 
L (tent x Te Ki], 
1 


这 里 Len} Fe JE Be FB. En, Of > oC), fact Gi Mite 3 可 得 


f sata fa =1, 


REEM, B Fle] =l +e, Bene 0(n> co), AMM PAE 


TERR NEE ICR. 


注 RA TERA. M Hilbert 空间 HSE A 


集 , 出 形 售 有 唯 -- 的 最 小 范 数 的 元 素 ， 换 音 之 ,存在 一 个 旦 只 有 一 
个 wo 时 ,使 对 任何 x EH wae, BAY <del (参看 [11]， 
pp. 215—216). 上 述 民 例 表 明了 对 于 一 般 的 Banach 空 间 中 的 


非 空 闸 凸 子 集 ,这 个 命题 并 不 成 立 ， 
. 2 « 


X. Efi anen Ean PHE Hi Huber fal 中 的 扒 
SESH ER @ EH, fE- a yEM, EHE 
M, Ay Ralys el ATEMA Air i E R 
HIS f& Hilbert 3 lal H HALATI, EI e CA 唯一 最 
和 近 的 点 YE A, WE ATR. PAT, 至 今 尚 未 得 
FUER. 

37. 工 [10,1 中 的 一 个 闭 凸 子 集 , 它 含有 无 穷 多 个 最 小 范 数 的 元 . 

F. 


&ua{eree L011 f aden}, 不 淮 看 出 ME 
LUO Lipi Aia TE, FER ee He 
1 = 全 =CDets Je las=lel 


可 知 ， 形 中 最 小 范 数 的 元 素 其 范 数 应 为 1， 而 适合 lzl-: 工 的 元 于 
zE 遇 显然 有 无 穷 多 个 . 

注 设 有 为 一 赋 范 线性 空间 , 尘 任 意 给 定 的 EX, 用 3 CM 
FEET ,这 里 ,HY 是 下 的 某 个 固定 的 子 空间 ， 令 

d=d(s,M) =infje— y], 

车 存在 y€ M Eler- ydd M voll Be a FEMS WS Fe ESB UE. 
BABI yo 是 到 给 定 的 z Phe, fA 36 5 fi] 37 ui 
明了 这 种 yo€ 了 H 可 以 存在 ,也 可 以 不 存在 ; WERE, WARE 
一 。 半 于 最 佳 逼 近 , 有 下 述 基 本 定理 . 

存在 性 定理 #UARGARSAX MARAT Sih, M3 
每 一 5 eX AAEM PRT e fhe EEI. 

唯一 性 定理 ”在 严格 凸 赋 范 线性 空 间 下 中 ,关于 * EX 在 给 
定 的 子 空间 型 中 至 多 有 一 个 最 佳 逼近 . 

对 Hilbert 室 疝 瑟 中 的 每 一 给 定 的 并 及 每 一 纺 定 的 于 的 闭 记 
SM AF © 的 在 开 中 的 最 佳 逼近 存在 且 唯 一 . 


(ATR He EPS MP REE , 邮 . 
z WAT BT eh ei, 
38. FERT Banach 空间 X HTE A, W 4 的 每 个 无 限 子 集 K 

PER ET SR YE cb Ra, 

He X=, HA AE ee ttc}, BR, A 
的 每 个 无 配子 集 张 成 的 线性 子 空间 在 co 中 积 密 ， 
39。 不 可 分 的 Banach $i, 

Banach AU 六 不 可 分 (参看 第 一 借 新 17)。 

注 ASIEI ÆTTA Eita H PA A e AN. 
SEPA TY op BS SST), IR AE kaa nS 

A=(eiw=(E,, 82,08), G ORL, $= 1,2,0¢°°3; 
Fi) 4) Banach 空间 py — HY A RR, 
45. —-N 7] 4} Banach Slay, Habire A GY SP, 

Banach Ai] i 2 wf oy By. (RCE Pe BY FRR AT a 

注 ”如果 Banach SAX Fe Sa XAA BAX PES 
FELUL pp. 201—202), kA RA Theo 2H 
不 成 位 . 

基于 人 讽 40, 便 产生 下 述 问 题 ;阁下 是 可 分 的 Banach = fi]. ia 
XIRAD MIETU EAA RAMET hae. Lindens- 
trauss #1 Stegant 1975 年 作出 了 一 个 可 ' 分 的 Banach 空间 ， 
GAS AREA LS, EDA ESA TS. 

Jamest145} 指 出 ,对 于 任意 正 整 数 # ,可 构 井 一 个 Banach 空间 
B. tE B. 的 % 阶 共 固 空间 是 它 的 第 一 个 不 可 分 的 共 轿 空间 . 
4i. FETTA Banach S H, CA Ot BVA 28 i Sis). 

Dy Ay rE 下 的 一 个 商 空间 线性 同 胚 (参看 第 八 童 例 16), PEA 
不 可 分 Banach 空间 AARE ARER Sd. 

3$ Lacey 14214, #9 AK Hausdorff 2 Ej, ACCS) 有 
a SHC Sal. 
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是 否 每 个 Banach 空间 都 有 可 分 的 无 穷 继 商 空 闻 ? 这 是 尚未 


解决 的 一 个 问题 . 


42. RARES XS SCX*, MRR CK, 使 ix) 一 1 


Fx)= fF, 


H Hahn-Banach 守 理 可 知 ; 若 下 为 一 典范 线性 空间 ,4% EX, 
0, MAE FoX* Me fl=1 E 了 (ze) 一 wj。 所 家 注意 的 起 :对 
ide FEB wea Bee FE X*, FAO, PAE 2 eX] ce] = 


VASO S1F. fan IF ee. Eeg 


ORS HEI 

BESA e EAHA M f Ee, 
Ma Ec fejei = supli] <1, M 

KORSI 


Dgr” 
Ji 
am IIS Dap. 


: n 


一 方面 ,对 任意 正 整数 各 , 令 
@=(—1,1,—1,1,°°°,€—1)7,0,0,+"*), 


Ep OUES mt kW PRM cee Bled =1, 


If@l= Sap 
SATIS Sok Nm HER TE REC, i 


i> Dir 


些 时 有 


(1) 


(2) 
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(1), (MBL = Se 


“ny * 
MUERTE xE ,使 x [TCD fl Yok EMR x = 
(ENE 且 Yahi, WHER e, BAES X lims =F 而 


上 过 1; 则 对 充分 大 的 n EIA 


if(z)|= Joep Ss <E 一 一 | 和. 


nj 


Elmé =g fii E1. WAP TE EMER no i nzn HIRE En 0, te 
Dori 


mony 


个 交错 级 数 ,因而 刀 有 


f(z)1< b= 


fa Se, him £,= E M E= 一 1 由 也 有 [7(r) CT 

BS, HER eee laldi, EEO MEER 
eee fEal—1 EIS] =i. 

a 【 (或 本) 中 存在 两 个 线性 泡 关 元 x 5y ES leyi +y] 
=|] — iyl] 

Diminnie 和 Albert S 提出 下 述 问 题 , Ať‘ ye ISIS 
+00, gy0 Ele- yl le+yl= Hel tiyr ， 风 是否 一 定 在 
在 某 个 实数 a, E y= ar? 

Lagnese! ipa, 4 1e p< + co tE RoE. 
实际 上 ;他 证 明了 一 个 更 为 一 般 的 命题 ， 若 XX 是 严格 是 的 Banach 
Zahey EX, ey A0, Hz yj isty] rl 
By 必定 是 线 狂 相关 的 ， 但 是 ,对 于 空间 7 PT, A aA 


上 成立, fil A, x= (4 ;1,0,0,* e)s =(0.4 amr 0, 05° 小， ANY 
jey jety = [iol miy |. aie = 与 7 PRETO. 
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-44。 存 在 赋 范 线性 空间 天 及 xx，y 王 系 ， 使 


了 
xii 


和 一 ze iD j 
不 成 立 . 
Dunk! UWilliams! UER T. AP X PERRIER PES I], 则 对 任 
Bir, yOX, x40, yo, 有 


— yt Lene + Evil (x y | 
fe y= 4 (he | bs l) i jz i | y j I {1) 
对 于 和 揽 内 积 空间 ， 有 
Fo vl | 


应 当 福 人 意 ， 对 于 一 般 的 赋 范 线性 空间 ， 不 等 式 (2) 并 不 成 立 . 
Bilan, 对 ?=(x1， CR’, 4 \al=le.)+te.l, M CR’, D 
AVR WAVE APES], IR e=(1, e), y=, 0), 这 里 el 0 BE 
ib, WRBAC RS 

+E 
ol a) ” 
因此， 常数 1/4 显然 是 最 好 的 ， 

问题 HRSA) MI, WX HARA 
45. FERA Banach 空间 中 的 闭 凸 集 ， 它 没有 端点 . 

由 Krein-Milman 定理 可 @, EXA G & Banach 空间 ， 
BOX) EX FAD ie RR, BCX)faieeX, eli}, Mi 
ext B(X)49 (#4(15], p.165) MMB, HERAK 的 
Banach 空间 ， 这 个 命题 并 不 成 立 . 

第 一 例 tex =L[a,6],MextB(X=, PREE) 


中 的 元 >，|z1=1， 在 在 cEr[e, bl, 使 | Ol dias, & 


2e(i), EEGLa, c), 


nop ile, b], 


0， Ela, e), 
zeli), t€fe, PI 


ER, [eds je 51, «=a, + 2.3/2, Ae wtextB(X), he 
的 任意 性 得 extB( X=, 
第 二 例 we =e, ta~{e,}e BCX), TELM k, tE 


lnl< WARI y= (yah, atah, SoH yemak), 


«=| 


而 yx 一 zx， 一方 ， mr 一 十 过， WyAz, y, <€B(X), He= 


VEE , Wil a é extB(X). 


注 端点 概念 可 回溯 到 Minkowski (24[221], @ Ul, pp. 
157 一 -161), 他 证 有 明了; HCH R i-e REE, MCHA 


必 可 下 为 CC 的 端点 的 一 个 是 组 合 ， 邵 志 为 一 个 求生 Ae, 其 中 
int 


ASQ, 2 al, BA e WA C itra. Carathéodory 将 它 


tT Pm, ERAT: ACA 及 "中 的 一 个 紧 凸 子 集 ， MW 
CHET AY HRM PBS nti 个 端点 的 一 个 凸 组 侣 .1940 年 ， 
Krein 和 Milmanpeo 将 上 述 命题 推广 到 无 穷 维 空 间 ， 他 们 证 M 
T: 车 C 是 局 部 凸 空间 的 非 空 紧 子 集 ， 则 ext C 非 空 ， 专 C 又 是 
Prk, WC ext Cc maw, 

TAEAE AF aR ESS AR, 如 果 C 是 Hausdorff se ther 
性 空间 中 的 非 人 那么 C 必 有 端点 吗 ? 1977 42, Ro- 
bertstet 构造 了 -个 例 闻 说 明 回 答 是 否定 的 。 读 考 如 有 兴趣， 可 
BB ESA 
46. B5 Krein-Milman ER hgga Banach 空间 . 

BEN AL Banach 空间 ， 若 对 任何 有 界 Wi ha, A Aca 
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fextad), MPX RHA Krein-Milman 性 质 ， 简称 开县 有 KMP, 
可 以 证 明 ， 自 反 Banach 空 旬 必 其 有 KMP ,应 当 注 意 , 这 个 合 
Bove, Lindenstrauss'?32 4! gE Re Banach 空间 ?具有 
KMP. SX 4,4 8 =extBO), HIE SY =col#), RTENE 
Ehe —enlm=1,2,°° 所 构成 的 ,其 中 ea 一 (0 0:1.0.… 小 


FER e MEEA, Beas TTD, Kh esteh y= 


(DEBO, FÈISE, jel, yl, 这 就 是 说 


ga y= l AF rl y ELEF AEn, E a y =, E 
g=y=e,, ide, CE RZ, ieir E BDIH E F n, 
rE Een RPA ABRE |= PR xz 显然 不 会 是 一 个 端点 .于 是 
我 们 可 以 写成 了 一 Y 十 3 这 里 ?一 (Seo0 ,2 一 (9+ 


0 Fatty aay oo), YR BREE RA, Su-(etely, 
»= (qi zÍ ye HA, Fly) +ielalel=1, a 


v=fylu+d—lyDe, 


MLAs EE, 
HIERE E e= {an} EB), A reco E), MEA nS 


=F sen Wy, Cool), EERS, FEAH h 中 的 


k=l 
Altis -tta Te) (Cha BBA TR (a, ssf »¥,) | = 2 EAN: R”) 


设 Es=extBO,) , 则 En 的 成 员 是 4 REE e, MDN Bila) = 
coCH,), BEM Ceis ++, 2,7 Ceol), Heyn,Ccol#), 出 于 
t=limy,, 我 们 得 到 了 所 和 要求 的 结果 ， 

注 JERAT, BA BO) Scolati, 
IMIA EMP, 


RAER, 老 Banach 空间 六 共有 RNP CRE MA SB 
He), Wow A A KMP, BP ae RL, ROAR 
的 一 个 问题 . 
47. FAET Banach SPH ROR , 它 不 是 其 端点 焦 的 后 外 ， 

容易 证 明 ， 有 限 终 拓扑 比 性 空间 中 每 个 紧 凸 集 必 是 其 痛 握 集 ， 
Poche, We ee PRS. TCS AE PER ed 
Banach 空间 ， 这 一 合 题 并 不 成 立 ， 例 如， 在 Banach 空间 AR. 


子 集 4， 它 是 |- 名 | 与 {0} 的 并 集 的 闭 吓 包 ， 则 4 为 - - 紧 止 集 ， 


但 疙 并 不 等 于 兵 端 点 集 的 凸 外， 
48. SET ARH Banach 空间 ， 它 的 单位 闭 球 的 端点 不 可 数 ， 
我 们 有 著名 的 Lindenstrauss-Phelps PL BPX ALI AE A 
反 Banach Si], AMARA, H 4+ go WM ext4 是 不 可 数 
的 (参看 L16]，pp.193 一 195)。 METER, PPR. 
Bixu, Banach 空间 到 的 单位 降 球 的 端点 不 可 数 ,但 性 并 不 自 反 - 
注 可 以 证 明 ， Banach Api cy ANSE BER i i TA PS LR 
yy EBB 46). PAR eR, GER PERE 
ene (SRAMA 2), 于 是 便 产 生 问题 ， 是 否 存在 Banach 
HA, fi XP ie ER ae AT Bey, 而 且 yA eh a 
toa SAGEM SE Ore BPX -— ALL, Tokarev" 构造 了 一 个 
Banach FHIX, WE XAA SR m ET A, BX rp 
Hee eto th mana 
234: Banach #3 pjg A Lindenstrauss-Pheips 空间 |， 
简称 为 LP 守 如 果 ext BC X*) AL ay BA, 
Hi fal 46 ny 4,5 Banach 空间 es A LP ial, FMP EN 
RA, VEX Banach 空间 ,车 发 * 可 分 且 玉 的 每 个 无 穷 维 子 空间 姓 、 
er PREP, PC REET co, WX ARBRE 
LP 空间 ? 
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Bow BPA ZEA 


引 官 

在 这 一 富里 ,需要 将 第 二 童 中 的 蘑 些 定 交 加 以 扩充 ,或 引进 一 
些 新 的 定义 ， 

ie XY MEMES aR Pa ELX, Y), MIT, 


a eae ad Ba 


MET, MRE 0 CX, PIT — Tol o(n>oo), MP 
(T) BATT ESP RP = (GiT, MURA E 
下 ,以 及 任何 FE XS MA (Tr) >f x), MR LP UE 
P iB PoP RP — GR im, 


RRL — BOM TAF AR Ok 5 BR Be Bk BT BS ae, 

没 下 ,了 都 是 赋 范 线性 空间 ,如 果 存 在 一 个 从 臣 到 了 上 前 一 对 
一 的 喘 射 ,使 了 六 Po eR Bese, WRX GY seth. TR 
同 际 ， 如 果 代 还 是 一 个 线性 算 子 ， 则 称 下 与 了 拓扑 同 构 或 线性 同 
E. MWR ee X RAI Te|=(2], MEX SY SM. 

EX ,Y, 2 MRA EB Te L(X,Y),7,E L(Y ,2Z), 
我 们 规定 T 5 PL FELT 

(T PDs TTia) (GEX) 
AGE ToT, 是 定义 在 天 上 而 在 Z DRAMA REARS. 

有 界线 性 筑 子 的 乘法 具有 下 列 性 质 ， 

‘i) TODS PTT Cal) T Sah, PD; Tilan, ) = 
aT Ti) xE T ELX, TLELCY,2),7,6£L(2,W).W 
是 赋 范 线性 空间 . 

Gi) PaP t Pa) Paat TT, ZRET, TEL, FY), 
P ELY, Z); (at ToT =T + TT, 这 里 了 了 ,二 LX, Y) 


.fl 


T,,T,EL(Y,Z), 

Ci) [Am PIP, WR ELX, Y), PEL, 
Z), 

ET Peo LX) WET. ToT BAR aE TT 
ATT. R TT: =T, F WRT: SPR, METEL), 
RPA T? 记 TT ah, TAE TRL, 

关于 算 子 的 相 滋 ,可 以 推广 到 一 般 的 情况 ， 设 了 EEEX 
中 而 慎 域 包含 在 了 中 的 线性 算 半 ,了 了 ; BE EY PRS E 
2 中 的 线性 算 子 ,我 们 考察 TZ) 的 定义 域 DCT.) 中 的 元 素 s, EE 
Die PT, 的 定义 域 DCL.) We BOC x 的 全 体 为 卫 , 显 然 刀 
是 工 的 一 个 子 空间 ， 我 们 规定 全 ,了 Tl 于 下 :对 ED, 令 

EPT æ= T (Tir). 
FETT, 是 定义 在 DCX 上 而 植 域 包 含 在 2 中 的 线 竹 算 子 . 

设 X,Y 都 是 图 范 线性 空间 ,有 卫 * ,了 * 分 别 是 它们 的 共 九 空间 ， 
商 了 :和 > 了 工 是 有 办 线性 算 子 ,那么 就 存在 唯一 线性 算 子 了 :7 
X* 使 得 对 于 所 有 的 EX fCY*,A 

f(Pa)=(T*F)(2), 
这 个 算 子 TRY 7 IRATE TE ORT. 

SRA BA TAYM: 

(1) T WREEF T "是 有 界线 性 算 子 , 且 17 ”二 12 

Gi) (aT )*¥=eT * XE a Aye, 

Gi) (7,47, )* =F - Ft, eS P,P, CLCX,Y), 

Civ) 《于 一 四 ree Pe L(X.Y), TEL, Z), Z 
也 是 赋 范 线性 空间 , 

(VY) ETEL PARRER. M TBAAT RR 
PACT = Cry, 

(vi) THREAT T* AAS CE )*, fiiez 7, m 
Free |= FP], BEXAR XA Sarl. PAT ETA. 
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A- i Ey 


RT ARREST RAT oP. RAS AB RMR 
HET SHAT RS, 

Be X,Y PAPE ET XY HARES. 如果 
Ty LIM DCT AEN PRA. MRT EX BY WERE. 

我 们 福 fr) Aaf PICK, HAERE i <a, fos 
LAESA 

iE X,Y 都 是 赋 范 线性 空间 , TEXSY WHERERT, & 
D(T*) 是 了 * 中 能 找到 rtc xr iE 

Tæ, yS dast rE DT} 

成 立 的 y* 全 体 ， 称 DCT*) CY tS] X*H AF Tr: ytet 为 了 的 
RIES ROE AT. 

EAT 与 T* 的 关系 是 

(Pa y= la T*y*>,2€ DIT), y*E DOT*). 

设 互 ,了 都 是 赋 范 线性 空间 ,有 x 了 是 与 了 的 碰 积 ,并 在 六 x 

Y ERR 


iw, yo= zl + lyl, 
Beat y= rlre D, yeY WR G(T) ERA Taire D} 
CXxY EPDET he Vm, WERA RE 工 x 了 的 一 
APE, MT SAS. MATER, — SRR TER, 如果 
Hiv. > 20, {e.} CDA ya Pita yo 总 能 推出 ED, y= Te, 

PEs [i] XO TAMA AAR A, MEME PAA 
一 个 维 数 有 限 的 余子 空间 ， 记 述 维 数 不 依赖 于 余子 空间 的 选择 ， 
RZ AMT X AMBER, codimM ReodimgM, MRM 
VARA FA, WU MPR EX PEI RAN. 

设 全 ,了 都 是 线性 空间 ,了 :和 -> 了 是 线性 算 子 、T 了 TCX) 的 维 数 
Heo T AR IBA rankit), 者 了 (和 ) 是 无 穷 维 的 MK VIR 
秩 的 ， 

上 厂 性 空间 站 中 余 维 数 为 1 的 子 空间 称 为 了 的 超 平 面 . 


. §3 » 


设 了 是 线性 空间 五 上 的 线性 泛 范 , 则 核 吾 = 三 !(0) KEXA 
的 超 平 画 ， 关 系 式 f(z) 一 0 PHAGE, BEBE KH 
子 空间 ， 即 多 中 包含 超 平面 互 的 任 一 线性 子 空间 或 者 是 万 或 者 是 
XEY. 

BR, WR f ROVER AY LR AME, = 
FORBATI RENE. 
1. 连续 而 无 界 的 泛 函 . 

ibe ={6,}CE*, EE" LRG e= supé MCL. 1° D 
H-NET, 4 t 


fi@= Lisl, 


Bw, [A E” LAL, PPT. Ae c= 
Eiger bn. 0,0.09 JE H* He £,= 1,12 kn, Mile =t 


F= En 


由 于 ?是 任意 正 整数 ， 因 而 了 不 是 有 办 的 . 

注 如 果 了 是 定义 在 斌 范 线性 空间 .上 的 线性 泛 函 ， 那 么 了 为 
连续 的 充 要 条 件 是 它 为 有 界 的 。 上 述 反 例 说 明了 在 送 个 命题 中 
为 线 幅 的 条 件 不 可 去 掉 
2 下 半 连 续 而 不 连续 的 泛 函 . 

定义 在 赋 范 线性 空间 上 的 实 值 泛 函 卫 称 为 下 半 连 绪 的 ， 是 指 
对 任意 实数 6,{z: 了 (z) 志 4} 是 半 集 、 如 果 一 了 是 下 半 连 续 的 , Be 
称 了 是 上 半 韦 续 的 . 

下 半 连 续 的 线性 泛 函 必 定 是 韦 续 的 〈 参 爱 [3261，p.83)。 然 
而 ,下 半 连 续 的 泛 函 不 必 是 连续 的 ， 例 如 ,在 线性 空间 E .上 取 范 
Blel=supii h pih) EEn 


= fd 6 


f= AF 


Mf EE EBEA, Mme {r= {iE En Ela} 


显然 是 闭 集 ， 故 了 是 于 半 过 续 的 . 
HIE f eR, 为 紫 , 取 = (050 ogi} 
Hi imj enf =o, m 


an 
lim f (#,) =lim = +00, 
ho hoo on 


FE v= 0 不 连续 ， 
3. 存在 某 个 复 赋 范 线性 空间 上 的 可 加 连续 算 子 , 它 不 满足 复 乔 性 

HRA. 

设 XY 均 为 赋 范 线性 空间 , 算 子 了 :了 > 了 称 为 可 加 的 ,是 指 
Te+y)=Pat Ty TRAE eH 中 (ez) 一 aa。 

AS BIL. HT Bw XAY AMS. 那么 , MRE 
续 的 , 则 其 必 是 实 齐 性 的 , 即 对 实数 是 齐 性 的 《 套 看 [14], p72). 
应 妆 注 章 , 对 于 复 赋 范 线性 空间 而 言 , 从 可 加 算 子 的 连续 性 未 必 能 
.推出 它 是 复 齐 性 的 ， 即 对 复数 是 卉 性 的 ， 例如 ， 设 C[0,11 是 复 
Banach 空间 ,了 :CCL0,1] ->CL0,1] 定 吕 为 

Ta=2(8), 

BRT 可 加 且 连 续 ， 然 而 ,容易 验证 了 并 不 满足 复 齐 性 的 条 件 ， 


4。 1" 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 f, 不 能 表 成 f(x) = > 有 .的 形式 ， 
n=l 


其 中 r-i) ER, 而 {8,} 为 某 个 固定 数列 . 
在 实 Banach 空间 c be MI 
F= limin e =E} Ee. 


由 Hahn-Banach 定 至 ,可 把 扩张 到 空间 交 LP Rin i N 
te f EERI Aele HE f PRE RM 


f(#)= 30 Ban 


的 形式 ,其 中 一 {854} E (8,3 为 某 个 固定 的 数列 ， 事 实 上 , 令 
€a=(0,77+0,1,0,-°-), MRS MER, Alle 人 0， B A 
H, few) 一 月 ,， 因 而 得 到 有 一 0,2=1, 2 这 说 明了 对 任 总 
e=id, pel”, RA 


fla) = 37 pnka =0. 


但 这 并 不 成 立 , 因 为 对 e=— C11, CME. A fS, 
= Banach 空间 i ERJA IERIE A f PRR 


a= Vonks 
mst. Heep a ={E,3E1, fa.) i ALLL pp-lll—112), .上 
述 反 例 说 明了 对 于 Banach 空间 六 ERA Pec ee f ARG BT Ze 
成 、 


f(a) = 30 Baba 


HEA JE r= tN CE LA ART ERA, 
#8。 存 在 某 个 赋 范 线性 空间 的 子 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 ,其 保 范 扩 
张 并 不 唯一 . 
Spee Hea ow = (21,82) PRE Bie] = 12.) + 18. | Bp 
的 Banach AX., $ GAX hed (6,0) 的 a A RA. 
la. EG Le MAR eee. 
f(m)=8(e EG), 
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显然 ,1yis=1， 和 企 取 满足 ie| 扫 1 Wee, PEM X LMA 
兴国 Fas 
Fale) é t afnam 2) X, 
B.F. JR, Ale j21, XA 
(Fa Sll ah isli lf 
me Fst, PE, Fell Bie Fo 是 了 的 扩张 且 EIT = 
fe， 但 是 金 部 Feal KI IAR REHA E, 

a PSB TE Haaa-Banach 定理 中 的 两 个 条 件 
的 证 国 的 扩张 不 必 是 唯一 的 ， 

Tayier ”1 曾 证 明 ， 如 果 赋 范 线性 空间 并 的 共 施 空 阅 Xe 
的 单位 球 是 严格 HRJ., RR [wl 一 | ee] 一 TY 的 da OLALI AE 
[iri + (1—Az <1 BAX RRM EPS EMER A 
FRR PETZ 1B tA RY EAR HT A SS DX EA A SR RZ eR, 
RZ WMRXBA RZ IRAN "RR PH th 是 上 述 唯 一 
PK A BARE, 

Kantoposan'**] 于 1935 年 考虑 了 下 述 癌 题 : 是 否 可 以 把 
Banach 空间 马 的 用 线性 子 空间 开 上 上 的 一 切 有 界线 性 诈 哆 扩张 成 
互 上 的 有 界线 性 兴国 了 ,使 这 扩张 是 保 范 的 ,并 是 p> fai Mey 
XX* 中 的 线性 算 子 ? KaxTopPopHH 找 出 充分 几 要 A HR X 
的 , 即 必须 且 只 须 对 于 中 中 任意 有 限 多 个 元 素 440: Xs 及; 必 
FEH x; 的 线性 组 合 


nr 
By SITR 
i=l 


le Fjalen SRR, Kakutani™ peng, 7 
Banach 43 [A] X EEE 4 BO ARE N. Kanroposun 
的 这 -问题 也 站 由 Bohnenblust!**"#2 iH, 

类 似 于 Hahn -Banach €M, RTRA ERER EITEAN FE 
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RAP SIA, 

RX, Y WORM, Pd SEX, Y EEM. EX 
fee RIA ER @ oy CX, A pla t+y)<p(a)+ ply) ,而 对 任意 
实数 alo ARER TEX, f plawp=ap(2), BM, Nap 
X Y PEES, yd Mx N 上 的 双 线 性 泛 国 ， 即 

flaa+ By,z)=af(a,2+BfCy.2), 
fle,ayt+ B2=af(a,y)+B fiee), 
ii f(a.y<plr)gly) :出 是 否 一 定 存在 Xx Y 上 的 RAZA 
也， 使 
Mla,yiaplejaty), 
且 当 (wr I EMxX NH, FCr,yi=fle,y)? 

Hayden? 指出 ,对 于 Hilbert 空间 而 言 , 具有 上 述 性 质 的 双 
线性 论 国 下 必定 存在 ;对 于 Banach 空间 而 言 ， 这 种 诈 国 未 必 存 
E. 

6。 存 在 范 数 不 等 于 1 的 射 闽 算 子 ， 

Be EUR TER ES lal XP ASI, PAE RX BLO He 
BtMPRARAEAT A P= P, RIEN, AXE Hilbert 
FA See Se TAEA A Hy 1 (847326 ],p.194), 对 于 一 般 的 
Banach 4 [i] ixi a espe. ani P A Banach 空间 
到 “。 上 的 射影 算 子 , SPe=-(1,1,-+-)ee, &y=Pe, Hey y= 
(nates tt) Gea, FER ae ~ 2e,, Bf e,=(0,+°+,8.1,0,-°--), 
Al P 是 射影 算 子 , 故 P= P, Mio 

Pr= Cp eMart tnai B Raro tt t e 
THA] Pejal 2122, P] 22. 

注 Sobezyk Ui. E BÆ Banach 2s fA] f° AY AT opa 
fal. FL BiLA co MIFA BB e 上 的 范 数 为 2 的 射影 算 子 ， 

Mewilliams' ?1 指出 ,车 BB 是 T° Goble ¢ 的 可 分 es a. E 
存在 由 上 到 6 上 的 范 数 不 趋 过 3 的 射影 算 子 ， 
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William HEJ Sobezyk 定理 如 下 : 设 互 是 可 分 的 Banach 
空间 ,了 是 互 的 亲子 室 利 ,车 T ¥ co TRH 4 的 有 界线 性 算 
子 , 则 存在 了" WPA T: X >e THERESA A. 

YEE MA, Fe Ze =e Banach 空间 , 它 到 4+ AE PA 
上 均 无 范 数 为 1 的 射影 算 子 . 

7. Hahn-Banach 定理 不 能 推广 到 一 般 的 有 界线 性 算 子 ， 

2682 Banach 空间 e MATER cs， 并 在 oo 上 定 RAF f: 
f(#=x(reo,), W, f Eh cn 到 cs 上 的 有 界线 性 算 丁 . 

现 设 焉 是 了 扩张 到 整个 空间 上 的 任 章 一 个 有 界线 性 算 子 ， 
UF ¢ 到 ce 上 的 一 个 射影 算 子 ， 且 | Pl (Bah 6). 由 
于 丙 赵 于 的 纤 意 一 个 扩张 ,可 见 对 于 一 般 的 Banach 空间 , 不 能 把 
Hahn-Banach 扩张 定理 转移 到 有 界线 性 算 子 上 面 ， 

注 ”Murray'***! 曾 提出 下 述 问题 (实际 上 Banach 已 经 提 到 ， 
套 看 .37j,p.234) ,对 于 Banach 空间 入 的 一 个 闭 线 性 子 空 闻 G ,是 
省 可 以 把 由 忆 到 昂 一 个 Banach 空间 Y PMRTAAARER SY To 
扩张 成 由 于 到 了 中 的 有 界线 性 算 子 荆 ， 即 找到 由 六 到 了 中 的 有 界 
SeAE Tye eG ht Te=Tye ET x= 1Pole kB 


|Pix=suplFaly,iPole=sup |Poxly. 
Ill Hall 
re rea 


Kakutanit tF 1939 年 解答 了 这 一 问题 。 为 了 上 述 Murray 问题 
订 解 ,; 即 由 下 中 任 党 闲 线性 子 空间 6 到 另 一 个 Banach 空间 了 (也 
是 任意 的 ) 中 的 任意 有 界线 性 算 子 史 可 以 保 范 地 扩张 HAAY 
POHARAMAT, VAAR 须 X 是 内 积 空间 。 Kakutani 还 指 
出 ,这 一 定理 等 价 二 下 述 定型 ， 为 了 对 于 Banach 空间 X 的 每 个 
闭 线 性 子 空间 G ,存在 一 个 由 X 到 G 上 具有 范 数 为 1 的 射影 算 子 ， 
必须 日 只 须 开 是 内 积 空间 ， 

Haha-Banach 定理 是 关于 线性 泛 获 的 扩张 的 ， 如 果 把 线性 省， 
ARLE MEA EPL, Banach AH E Mi AAE 


二 69 * 


考 淆 ,是 指 对 于 任意 峰 范 线 性 空间 圣 及 于 的 任意 线性 子 空间 性, 由 
MAB PWEPARRERT T, 至 少 丰 一 在 和 总 上 的 扩张 卫 , 即 至 
少 在 在 一 个 困 玉 到 吾 中 的 有 界线 和 证 算 子 了 , 妆 mE 开 时 了 5 一 or， 
f£|7 = 17,), Hahn-Banach 定理 意味 若 实数 空间 及 : 具有 扩张 
机 Nachbin! 1950 年 提出 了 寻求 Banach 空间 具有 扩张 

RE RBH TE RAPIER, BAB RADI THE 
Ba EEEN ME PEP aS TE PR ER ESE] Ee ETE 
we BE LARA 1 KR, Kelley )-F 1952423814 T 
其 有 扩张 性 质 的 Banach 空间 移 现 好 的 特征 , 即 每 个 县 扩张 性 质 的 
Banach 空间 必 等 距 同 构 于 一 个 极端 断 紧 的 TT, 空间 马 ( 丘 扑 空 间 吕 
称 为 极端 断 紧 的 J; 空间 ,如 果品 是 一 个 紧 的 Hausdorff 空间 ， 
且 全 中 每 个 开 集 的 闭 包 仍 是 开 集 ) 上 实 信 连 续 函 数 全体 所 组 成 的 
Banach 空间 CO), 
多。 存在 某 个 Banach 空 间 上 的 非 堆 连续 线性 泛 函 ， 它 在 单位 际 球 

上 甫 不 到 最 大 值 . 

在 Banach 空间 ca bE MIZE 
TORS 


型 一 1 


Pot = ten Ee, 


可 以 证 明 ,对 任意 reo helan 之 上， 共 证 明 方 法 
与 第 二 举例 42 相仿, 此 处 从 咯 . 

FAR See | PCa) FK balls) AP a fC Ee fe PAR Ee 
不 到 县 大 值 . 

注 容易 证 明 , 自 反 Banach 空间 下 上 的 每 个 E 续 线 性 证 乓 
EXA ERRERA ATL, Ae SEH T AE hr 
BRED RIED A Ae, HR, James -F 1957 年 证 HT PÈ 
ara. ance X EAT SPA Banach 4370], BX LAVA EARL PEIZ A 
WE XA PR ERA OA, BAX GA BAG, 1964 年 ， 
James °) p87 Se fal wl o> PEA — BR, AG, EE fa EE Ber 


e Fi = 


Banach 窗 间 总 ,都 存在 了 E 工 +, 使 在 和 的 单位 闭 球 上 取 不 到 景 
大 值 . 
g。 存 在 与 某 个 Banach 空 间 中 的 单位 闭 球 相 切 而 不 相交 的 闭 超 平 . 
i. 
我 们 用 Blas ,和 代表 以 we 为 球 心 ,r HRB, ROE 
面 召 满足 条 镍 p(z。 豆 ) =?, 则 称 超 平 而 如 与 闭 BR BALD, 


由 闭 超 平面 与 团 球 相 切 不 能 推出 它 们 相交 。 为 说 明 这 一 陈 . 
述 ,我 们 在 Banach 空间 cu LE IEMA f, 


fa) = S05 n) sti Ent E Cos 


则 对 每 一 zxE BLOT, BAL Fw) <I SEB 8). ee =r 


显然 ,jg1= 主 下 如 在 单位 闭环 上 取 不 到 最 大 值 ， 由 于 E 是 co 上 的 : 
RAE AMBER H =e Eengel) =E H & 
ERA EHN AER B50,1] WERI. 为 此 ， 任 取 = 


(O<e<1), ee me 


AS. 因 。 是 任 取 的 , 且 o(0,y) 一 191, 故 
eo H)=infplo, yal 

一 方面 ， 因 在 单位 闭 球 上 取 不 到 RK, Mat 任意 Ec 
[a et EE. H, Am plt H) 于 是 得 
到 e0, H)=1, MAH B01] HM. Aim, wici<i Aw 
le(z)|<1 We SBOP IAB, 
10. FATS ER ES LES RES eS, 可 构造 一 

个 可 数 有 界 闭 集 3, 使 并 S) 不 车， 

设 了 是 无 穷 维 赋 范 线性 空间 工 上 的 非 堆 连续 线性 江 郴 . + 
N={eixvEe X,f(ry=o}, 


WyER Blyi<qay 


. 7] >» 


-名 加 是 蒜 的 一 全 无 穷 维 的 闭 线性 子 空 间 ， 于 是 ， 在 六 的 单位 闲 球 
AEE FM S ,使 1z 中 不 存在 收 伍 子 列 〈 参 者 [14],pp.69- 一 


70), OF yN, So {rt Sim=1,2,--+) 是 中 的 可 数 有 


RARES = [Ta | 在 实数 空 间 R! 中 不 站 
闭 的 . 

这 个 问题 是 由 W ilansky 1 所 出 并 由 Goldberg tn 解答 的 . 

$87 debe Banach SAX HX ARRAT, ATS 
空间 N=(eieE€X, Pr-O E ABARRETAN, WTR 
SAAS BAAR: T BABER AL20],pp.99—100), 
上 述 例 子 表 明 当 映射 了 的 零 空间 不 是 右 限 维 子 空间 时 ， 即 便于 是 
一 个 有 界线 性 泛 函 ， 和 应 的 命题 也 并 不 成 立 ， 
11， 存 在 不 连续 的 双 线 福 泛 函 ， 它 对 各 个 变 元 分 别 连 续 . 

” 设 X 是 一 切实 一 元 多 项 式 所 成 的 赋 范 线性 空间 ， 范 数 为 


bP f lpceyids, 
并 设 Bp,0)= f padt, 
AR BÆ XxX ERRERA. B papano), Ri 
f) palt)--pCe)|dt>0(n->00), 
ME Bog) BDE S pO Oldi 
<M f ip) pai (n>), 
-所 以 BPR pi EM, AATE B RFER g HIER, 


HL plé)=qt)=0, px} Sg Gnt, 则 
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: |BC pa:g2) -BCp,g) |= f meat 


tig rete), 
ie BARE, 
12。 非 仿 射 的 等 距 上 映射. 

Mazur 和 Ulam"*”*1 曾 证 明 , 从 一 个 实 冉 范 线 性 空间 到 另 一 个 
实 贼 范 线性 空间 上 的 等 距 满 射 了 必 是 仿 射 变换 , 即 z 一 fo) 一 
天 0) 是 线性 的 。 我 们 自然 要 问 : 策 射 的 条 件 能 否 去 掉 ? 

Baker AJS, E X,Y Sh fb Sem ESR HESS a, 而 且 了 是 严格 - 
MA, Si XY Be 

[ftei}—f(p=la-yite vex), 

则 f &—-P GHB. BY 为 非 严 格 山 的 空 闻 时 , 了 了 不必 为 仿 射 
变换 。 Ak, Mazur-Ulam 定理 中 满 射 的 短 件 不 能 去 掉 。 Baker 
的 例子 如 下 ， 

设 了 是 一 个 非 严格 凸 和 的 实 赋 范 线性 空间 ， 若 s,BETY 且 ae 十 
bi = lla] + [b], MISHE s, t20, 

se 十 绍 | 一 se 十 并 站 
事实 上 ,不 失 一 般 性 ,可 设 Ose, Ml 
{sa+tol<sla]+éfb], 
AD i BATA 
Jsat+td|] =|t(a+8)—C—s)ah 
zlita+bj]—-G—s)iall 
=sfafl+ tol, 

uc sated] =slal+ zle. 

由 于 了 gE CY aE a, FEY, 使 4 与 线性 无 关 , H. 
Vaj-fel=1, lat+bj=fag+ oh. 设 于 是 由 实数 空间 R 到 工 
ALI TAD 
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el, 


f(z)= (oie 16, >l, 


Rit SEFER ERR. 事实 上 , rsl ysl, 
Buy 


If(2)—Fly)f =|ee—yal=|2—y), 
E rai y> 
IF Fiy = lra aiy] 
=[(1-—#jat+ly—1)8] 
=[r—yl. 
F orl y rl, y> aE 
lf Cx} —f Sle yl 


SAT, et 


ax, Bell, 


w>flz)~ FO0)=! lat(@m—1)b, <>l, 


SEAR A re ERE AD. 
13. FERRE SIAC, |] SCY, |e ly) Beet El 
Xlr -1 aR | fled 一 x2) 上 y= 二 1, 但 下 不 是 等 距 上 映射 ， 
Pol Fe aR PALE A BX SOE Gs AR, Y 
AR? 上 的 一 切实 值 有 界 戎 数 按 通 常 线性 运算 所 成 的 线性 空 间 ， 
对 YEPF, 令 
yl; = suply Cp)|, 
则 (了 ,| .47) 为 一 赋 范 线性 空间 、 MERE AY 内 的 肤 射 了 
we Ny flr)EF 
fl. psa, 
yl p)= lo. pea, 


显然 ` Hti — ti = 1 itg xia, 从 而 


+ 7t « 


; aar gor), 
detent: PT May 
2 PR, pEi, 、 
EIFC D fsi L Hh f AAS, AAAS zi 

(Oa dan Re, Mien tena, il f(r )— fla )lr= 
L 

注 ”上述 反例 谱 明 了 在 等 距 虚 射 的 定义 中 不 FA kei al] x 
=1 #8 iy | fte.) —f Ce.) |e =1 FE A | re lx = i fiz 
fled, 
14. Erima tt 

jz X,Y EAN 
RA ey CX äta Ti 


EEA 
AST: 2s A], T: >Y PH e E RE FEFE R fet 580 


oe] tha 


lis yl. Tey 
CT oad aes? 
Chernoff Sy Waterhouse’ Itr H fj Hpg 


fi: Marsden “C38 Ht, 2 i 

pe PARTS I T AARTE, APEE, 
TRAF Eh Araker®? (fe 1H ó, 

ER ARARE ar 


yU -ys 区 Z0, 
f(x rent 


Qae RE yao, 
0, 其它. 
FERH, (i) f SESE. GD fA PER. 即 fle sy) 一 
tfCe.y), Gil) HER sy uve R A 
fley f ar aeu yi. 
i X=R? 并 在 LR vee. Y=R YEY ER 范 数 
| xs ya = mas{ y et y?,lzl}, 

WY AEE RER R EAX AYARA T 如 下 ， 
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TF, y= (sy fy)), 
Ci); (ii), Gil) FT, T 等 距 齐 性 而 非 线性 
15. 不 可 换 的 连续 线性 算 子 . 
对 xELIT0,11, 令 Art) =ta(t), 


Beth= f tsa(s)ds, 
Bil, 4 与 B 都 是 由 工 :0,11 到 工 [9,11 的 连 绪 线 性 算 子 , 且 


ABD: ef sa(sjda, 


Basa ef ste(sids, 
D 


ik. ABXBA, 

16. ETR RRA ES LO—M-PRERHRE 
at. 
在 线性 空间 1 上 取 范 Ml | = sup! Ea ;其 中 w= {&,}EL 4 


{(a)= Lee 


JI f EREADER NRA CS A L EA 
7), Ra=(1,—1,0,0,-++), M fal=1B f(2)=0, 3 E — 
wEL, 令 
g(r)=s—af(x), 

显然 :,g 是 自 1 到 1 的 线性 算 子 .注意 ;由 g(a) =0 ALIS 2 -= 
af). FPE, 再 出 了 (4) 一 0 得 到 f(z) 一 f(a)f (#)=0, Wim 
x= afixr}=0, 这 说 明了 算 子 吕 是 一 对 一 的 。 又 因为 

gletaf(@)]=«e2+af(«)—affa+af(x)] 

=2, 

所 以 g 的 值 域 RC) =!, Mo gn CSN ER. HE 
不 连续 ,我 们 令 


=. 7G œ 


&i(a)=a2--elr):-af (xr), 
如 果 g 连续 , 那么 g, 也 应 该 连续 。 然而 , 由于 线性 泛 函 了 不 连 
续 , 因 而 它 在 点 “=0 也 不 连续 ， 于 是 ,存在 65>0 RASE} 
Li OTF Se>0, ast amelie 有 办 
fy, HERRERO gi 是 连续 的 , 故 @.(a,)->0in>oo), m 
1 - . 
近世 EA MOH tk 
E(wn) 
Fap > kB), 


me Edsa NF. 因此 ,g 并 不 连续 , 


注 ”由 赋 范 线性 空间 五 到 共 自 身上 的 恒 等 算 子 是 一 对 一 的 连 
续 线 性 算 子 . 上 述 区 例 说 明了 对 了 于 一 对 一 的 非 恒 等 的 线性 双 射 ， 
则 不必 是 连续 的 . 

979。 存在 某 个 冉 范 线性 室 间 到 其 自身 上 的 不 连续 线性 算 TS. 使 

ixiflx): 0+ 是 闭 集 . 

可 以 证 有 归 , A J ete th oR Ee A] X EARE ZA, WY Of 为 连 
Sy HO 76 Bee eet ae: f(r) =O} ARIK (813261, p.186). 应当 
注意 ,对 于 一 般 的 线性 算 子 ,这 个 命题 并 不 成 立 ， 例如, FX ARR 
性 空间 71, 并 在 X bee =sup|$al, 其 中 一 {5&4} EX, 
设 了 是 三 到 并 上 的 一 对 一 的 不 连续 的 线性 算 子 (和 参 BH 16), 于 
是 , (a: f(2)—0}—(0:, BR -TAR. 

注 容易 证 明 , 花 了 十 连续 线性 算 子 , 则 f 的 零 空间 {sr; fe) 
二 0} 必 为 闭 集 ，. 上 述 有 反例 还 说 明了 这个 命题 之 逆 并 不 成 立 ， 

18. 一 个 有 界线 性 算 子 ,其 逆 算 子 无 界 . 
设 X=Y=C[0,1),fe(}= J aoas (O<gi<21), 则 下 是 


由 XX 到 Y 内 的 有 界线 性 算 子 。 但 池 算 子 T y=- y EENE 
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C'0,1jiC¥Y 上 的 无 界线 性 算 子 ， 
19. 一 个 无 界线 性 算 子 ,其 逆 算 子 有 界 . 


it X=, jel = supl, Y=, lz! =} i’ Ap 


r=} El, SATa =r WTB X SY EEA ikt AE 
FoR T ERA 
[T>e] = suplice, 

Page PO LAT END) FE REIR ma 一 (1 1100 
EXM s, [1,1] Pa, =e aT Ace, 
20. ZERAEARMA AAS T* ZAR eR. 

VET Abe PEGE EE XY ER T GER i 
六 内 的 及 界 线性 筑 竺 ， ami T AARET. BBA TY* a 
PRAT, Bie $n APRS U AT 
iidj,pii4), B 主意 这 个 命题 NRR., ibis. UE = 


en 


Gsiel= J iiD Y = fel =suplé D fE Pasa kl E ael 


net 


XU ¥ ENG--St hakie P, H 
Px =suplé.d<chel, 


tke TP ARRAS. FERS T* 是 由 了 * By] X* I: 
的 有 界线 性 算 子 ， 任 取 SeY* Me —-c CX A rsr, & T* Ff 
=f, Hl r*a Y* BE X* 上 前 一 寻 一 的 有 界线 性 算 子 ， 由 于 了 * 
与 XX* 均 为 Banach 空间 ,因而 所 Banach 逆 算 子 定理 (参看 [14]， 
pp.118—121), T* 有 有 界 的 道 算 子 , 即 T* 是 一 个 同 肚 的 线性 算 
子 。 然 而, T 的 逆 算 子 于 -! 并 不 有 界 ( 参 看 例 18), iT aE 
的 线性 算 子 . 
21. Banach 道 算 子 定理 不 成 立 的 赋 范 线性 空间 . 
Banach 逆 算 子 定理 设 了 为 Banachf sm Fréchet) 7 [a] X BS 


* Fo a 


TA TEER TES HY 上 的 一 对 一 的 连续 线性 算 子 ,那么 ,7 Be 
为 一 连续 线性 算 子 《 套 看 [111, Pp. 340), 

应 当 广 意 , 当 赋 范 线 性 空间 X NSE YN A ARE 
性 空间 时 ,Banach 道 算 子 定理 并 不 成 立 。 

第 一 例 SX ASE AT, 

在 线性 空间 cs LRP PS SIR ol, Sle | BR 
第 二 章 例 10). & 


led=llelit+ ate, 
Miri eee lah. BX =Ce | DRS AaB FA), 
令 了 一 (co 小 |) Bee X.& Foun, BML, TXB YEW 
AA ERE SET ES RAFI EE TR 

第 二 例 STAY AL TAR. 

wx =(1, Jal= D lil Y= lal= supli M YAR 
第 二 纲 的 赋 范 线性 空间 ， 令 T=*, 则 外 是 一 个 由 到 了 上 的 一 对 
ARRET, BE ARET ERER (SEAL). 
22. EMATER, RA TTB, 

无 穷 矩阵 A MRT Ry (reversible), ABM y Co, WR y 
= AntpMe—-fh, (RT. FATTER ab, J=01,2,- +) ATE 
阵 4 叫做 可 北 的 ,是 指 对 每 个 路 化 数列 人 ys)?.。, 存在 唯一 的 数列 
{Eo ff 


Yantai ¥ot=0,1,2,°%8, 
a=0 


WAS AREA LBA at, “FIRES TÆ 由 Ackerma- 
msc 作出 的 ， 
PAM MATH, 一 2-1 (一 0,1,2，…) 的 对 角 线 矩 降 ， 
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| Bee P=10=j),5,004 9), BARAT 00, 一 2 (7-0, 

1.2.0.8, 的 ABBE. Sy hi, A 
ETH, MPL yo EMI MW Day ALR, E 
TEAM, 有 zu 一 Yæ n=l, 2,7? +, itd 


£y + -y= 


bad, SB ata yA Ra) s BEETA. 


另 一 方面 ， C=AB 具有 元 素 Cop 52T (J= 0,1,2, rtt oly = 
28; (i=l, 2, j 50, 1 :2 ), 因为 不 在 在 数列 {xn} E 


Vent, =l, i=0, 1,2,1, 


故 C 不 是 可 道 的 - 
23， 一 个 具有 逆 矩 阵 的 无 穷 抵 阵 ， 而 它 并 不 可 道 ， 
21D00- 


a 


| 
zl- 


则 A= 


AMEE. 然而 ,车 令 x 一 {( 一 2)"}, 则 Az 二 0, 可 见方 程 y= 
4z 的 解 ( 取 y 一 了) 并 不 瞧 --…, 故 44 不 是 可 逆 前 ， 


= BD = 


24. ~PUMBH, CARSREDAE, 

ATE AAR Te, FETE AN ae, ATE 
Ae FETE A RE, Pian, i esir A y= tye ies ARC 
Pll, Age a EA 

Ya= a+ 3 wnl R=1,2,..") 
Pe eR, TE y= Arik 
a1ii- 
1011+: 


ee ee 


HAr = 0 £8 M0 = Dy wn = DT = P tew ET ane ;于 
同一 了 A=] n=l 


Ersa ARARA 0, Ak, A 是 一 对 一 的 ， 又 
对 给 定 的 y 一 人 Ya-1 Ec,4 
ai= limy,, y= ¥n-1— Yn n=2, 35° To 则 y= Ax, Ae, 


ARTER WRT GI, 4 并 无 左 着 矩阵 ， 

=$ 例 23 与 例 234 说 明了 一 个 无 穷 矩 阵 县 可 着 的 与 它 共 有 道 抵 
阵 ,是 现 个 互 不 殖 狂 的 概念 . 

25， 一 个 开 映 射 ， 它 的 道 映射 不 连续 . 

谈 了 是 由 赋 范 线性 空间 开 到 莱 范 线性 空间 了 中 的 映射 ,如 果 沁 
yea ES BAF 必 为 开 上 映射 , 即 了 映 开 集 为 开 集 ， 但 是 ， 
递 命 题 并 不 成 立 。 例 如 ,我 们 考虑 欧 氏 空间 ROR? IFS f(a, y) 
二 x; 则 f 是 由 及 :到 及 :上 的 一 个 映射 , 易 见 ,了 是 一 个 开 瞎 射 。 但 是 ， 


f 的 池 喘 射 /' 并 不 连续 ,因为 若 取 (xn,ys) 一 (1 了 去 ,2)，(#， D> 
= (1,1): MW Ar. ar (n> oo) ;然而 


= gi + 


fiadò hja Da), 


28。 一 个 乘积 空间 中 的 南 集 ， 其 射影 不 是 闭 集 ， 
BE FEARS PAP Re PR, HA RH 


RAS. tin, P—{(n, 2):n=1,2,--- ETERRA 


ARR, x RHR AL PIER, LARE I EARE R, h 

GDES 

OF. FEMME. MRR AeA. 
BARROS A ER LS AR SA W 


fh, esto, 
pastor} 
ü, æ=0; 
sag =r, 
SL. f Fete hE AR AAHS. E, Sa wet 
ge? 
74. may? Poe ' 
z= elf) ]=[0 + ome 
1; #=0, 


不 是 序 的 ,因为 (0,0) 是 它 的 图 象 的 京 虚 , 击 (0,0) 江 不 属于 它 的 图 
象 . 
28. FERRA y =O SEERY =g), WETAN S 

aot z= el f(x) 4, 

HCE ESE RRS y= fle) SABRE c= ey) we 
MRAM s= gif), BRE serene), APPR 
soe ey Alia 

Yom fla d>flay—y(n>09), 
Angl ynd a ReiS Cen) ]os(n>co) Ae BARA 
z=gly= glo] 


HD gl f (2) TR PARE. 
Be SPER SS SM ARRA, Ha AR PR A GE 
SWAT Cy) TL Pa BSE a eLa). ‘Paz Be 


1 » YED, 
y= f(a) =| 
0, e=; 
woor 1 
8{(Y) TT 


负 了 是 Ra 到 了 内 的 闭 号 射 ,而 > 是 出 R: 到 RI 内 的 连续 映射 ,但 复合 
映射 


一 eso, 
eel f(xyi—! itat? 7 
l | l; w=-0, 


不 是 闭 的 (参看 例 27), 

29. #EMRERT T SERA MS, RPA RE 
fet, 
#6 SES EO BEE oo] = sup| sal, =f} CE”, 并 令 


m ` 
Teo (bté o ih 


HEAR, TERREA HA E A] Banach 空间 e ADAHA, tE 
Mem (EP, £0) EE RSL, 2e Hae t= (Eis 
Eme RI 

lra rijm supli -- En >0(n> 00), (1) 
HP ayy (mises tot) EN 


|Fe,— yf sup >0(n =), (2) 
™ 


> EY ttm 
k=1 


则 由 (1), (2) 得 到 #7。 一 OS, BREH Tay BG 7 


k=l 


ea J3 « 


T., KASy im Ce 
f(y) = lm =n, 
Bi, feo LEERAREA. 
ZEE” EAEE TRER wE mE 了 7 是 闭 
的 ， 那 么 六 了 将 是 连续 的 (参看 [326]，p. 197). AiG -T HRE 


续 ， HAE as = (0,0, EE zy 


n 
1 


le eja SO(n cc) rem A 
Tr= (4, 2. ED 0 )， LACT) Ce.) = 


f (Pa, =l, n=l," Mit 
lim( fe?) (a) ACfeP) C2), 
注 _Olagunjuiso 构 造 了 一 个 Banach 空间 X 和 闭 线性 算 子 
TiX>XORX LIRA FP EPTREARL, 
20. BTR MRERFS HWSARBAWRERS. 
第 一 例 FEATHREA ST. KATERA ERT. 
BEX SY =I”, EAE Banach 空间 个 上 的 一 个 泛 函 limtw) 称 
为 Banach 极 限 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 ， 
() limlar + By)=alim(x) — Blim(y), 
《ii) ana, =1,n=1,2, <, Mjlim (ka, =H, 
Gii du a,220,%=1,2,---, Alim({a,}) 20, 
Civ} lim({anes}) =lim({ag}). 
可 以 证 明 , 在 Banach 空间 (1)* 内 存在 Banach 极限 (和 参看 
[37] p. 34). 
没 lim 是 (1")* 内 的 Banach 极 限 , 我 们 定 关 人 Uar H = {fat 
其 中 | 
Bilim Dah, Ba >1l Pala} = Cyn}, 此 处 


k51 k=l 
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‘yi =O,y,=-- Rl, 这 了 时 
D(T:)=D(T,)= fta} ta} Er 有 {ee r}. 


BH. TATAE RERET. TL RTA 
(Pit TI 6}, 


8.lim| Sa} ,8,=0,2>4, 


Ale T + RE. RKTT 甚至 没有 闭 的 扩张 (参看 例 
B9). 

FIA EAP REST SPARED ST. 

WX=Y¥=Cl0.1). FRRCIOIICX AY ABODE, 
CEEE) =a (t), ITEP HE ER 
RIR SUES, We, ef e,}CO'[0,1],4,64, Pay 
(n=), KAH CCO,1] PUNE Oe Str t — Bele oe ier 
EIKTen OERAL, LLP Ty (DMB OE EA 
B. ich AN Ges Be Fs A Tae ET Sa we GO A ET A A e 
mAy =r a), Wa ECL] Pes y, Pea, 

MiP SHY BX ARH THE MS a) = e0), WS ae 
HERT (24014), p. 123). 


Ay i 2,(t) =<, (2, 3COL0,1ICX Hesron), 


Te, =—1,;n=1,2, 、 于 是 
limST «,--—-14#S70=0, 
因此 ,3 不 是 闭 线性 算 子 ， 
.和 ft 具有 闭 的 情 域 的 非 岂 线 性 算 子 . 
具有 闭 的 值 域 的 经 性 算 子 不 必 是 闭 的 ， 例 如 ， 设 蕊 ， 工 均 为 
了 anach 浴 间 ，, 吾 为 瑟 的 稠密 的 真子 空间 Tie LTE Limi Ao 


» #5 = 


前 算 子 , 则 请 ( 了 了) 最 然 是 了 中 的 闭 集 。 然 而 ,如 x {0} Xx YAR 
Val, EAT AS se Fa] ERE EEF, 
32. {USE AR oh RR OR, 

PERE PATER. BR, J$ a= {én} CU, & 


Pe = {3 “|, WT Bede % Ze Banach? jal? Wee od Feb 


FREE, UHTA- AAA BEL 14],p.123), AIT RS 
(ER AR(T)DE° ME EP pe Ree KR P Fe BB 


W R y= ENET), WRIA., Bie, RCP) AR 


Cih ARETE, 
33. ERENT SWART BRAM. 
第 一 例 ”不 连续 的 闭 线 性 筑 子 。 
be XY PALE PER Sa [0,1] 于 的 一 切实 昔 多 项 式 所 成 的 
实 线 性 空间 . 对 “全 全 = ¥,4 
whx me Ae 
lelama |e) smax|a’()[, 
则 及 与 7 者 是 赋 范 线性 空间 . iP a(t) =s) ,x EX, BRIE 
EERE , {Hre xX RE 
[Te] —max, w’(4)] +mazja” (Ol: <M ely. 
因此 ， TREE. Hi, 假定 
lim ||, —aly=0, lim |Z, 一 4 一 0， 
其 中 {xz}CX， #EX,yEY, WTR ls Silly 的 定义 ， BBE 
rer OTe 


Roe bert 


lim max] s(t)— y(t) | = 一 


now Pegs 


{84 TEER Nn, 显然 有 
#,(#) — xd) = f =:(s)as， oal, 
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由 此 得 到 z( 昌 一 z(9) = f y(s)ds, 0<tK1， 固 y( 昌 过 续 ， 改 


Teh =a D 二 y( 科 ; 即 线性 算 子 人 是 闭 的 ， 

第 二 例 ”过 续 而 不 闭 的 线性 算 子 . 

IXY AAW EAR ES], WX EEA. P 
HMAF A. Ge, IERT ESI. 
34. 存在 某 个 连续 的 一 对 一 的 闵 线 性 算 子 ， 其 逆 算 子 是 闭 的 不 连 

续 算 子 . 

HEX 45Y 是 例 33 的 第 一 例 中 的 同 范 线性 空间 , 了 是 了 到 四 上 
AiR. AER © CY, iA 

|| Tx, qed (OTS Smax | x (4) ] + max} e'o) | 


ale, 
ac ese, RAW ele, AeA pres zx。 hF 
不 存在 常数 Moo, EE He EC XR 
|e}, =max}2 《区 | +max |e’) | 
<Mmex|o(s)|=MlzLy 

所 以 27) ARMED Sb ae 

liml eam æ |x =0, lim {77 ža— yllyr =O, 
miji lim max | 29) — a(t) 


Hoes I. 


=lim ‘max |3(4)— an =, 
fle, Tote say 部 了 :是 闲 线性 算 
Ss. HERRERA YNES. 

HEARE 设 克 是 由 第 二 细 的 赋 范 线性 空 间 互 到 Banach 
空间 了 AEH. 那么 ; 当 人 是 闲 算 子 时 , 它 就 是 连续 线性 算 
子 (参看 [11] ,pP，336 一 337)。 

应 当 福 总 , 当 玉 不 是 第 二 岗 的 赋 范 线性 空间 或 了 不 是 Banach 
.空间 有 时， 有 闭 图 象 定理 未 必 成 立 ， 

第 一 例 ” 蕊 不 是 第 二 岗 峰 范 线 人 性 空间 的 情形 . 


MX =(C'D9,11, [a] ~max[a(i) |), ¥=-Clo,1], 8) ce X,. 
& Pr(t)=a'(t), M T Eh XAY 内 的 线性 算 子 , ATES 
FAHLE. TIRES, Aye Me, (2) —sinnate X,. 


(Peal = | £ sinnat | = nN oo(n->ca), 
第 二 全 eae 
k XE- 4 Banach @ H, H= {h} BX 


Hamel $, K AEE RIAAN 1, AE rex, æ 
可 唯一 地 表 成 


T = Saiki, 


XE REH, a BAR, APRA ARM, Rite xt 
BD — TE 


lh- Dal. 


WHY. TEER 空间 了 不 完备 。 事 实 上 , 设 {y,} 是 吾 中 : 
-EFAIL $ 


s= Ry, 
A BYE. {sJ ¥ 中 的 Cauchy AA, EEY hreg. 
设 外 是 由 XY 到 六 上 的 恒 等 算 子 ， 则 工 是 闭 算 子 ， 且 因 | #1= 
| È tih, |< E lelles TII T AESA. RAT 


RT THRE AAR TES M rE AX A Y ERRER 
肪 映射 ,从 而 关 与 了 怠 者 都 是 完备 的 ,或 者 都 是 不 完备 的 ， 比 为 卫 - 
Jā. 
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注 Banach 7 锋 对 完备 的 度量 线性 空间 ， SME AREER TT A 
图 象 定 理 这 个 问题 ，1956 4, Robertson! 5 ME oh de HES By PB 
hithit], HATE T HR SM A ee Ae BS a E 
筑 子 是 连续 的 ，1963 年 , RA RATERS OS EPA tT 
问题 . 

X. Cohen 指出， 存在 1x7 Bl ERNARI o Rt 的 
FALTER aj ER aplan Fn). MBA LE lln. 
EEH, ER RERIT T ey AR PP ES a eH AS E. 
36. 一 个 在 第 一 纲 赋 范 线性 空间 上 定 尽 而 在 另 一 个 Banach 空间 

上 到 值 的 闭 线 性 算 子 ， 使 其 也 是 连续 算 子 ， 

设 五 为 尾 一 无 穷 维 Banach 空间 , H 为 工 的 一 个 Hamel 基 ， 
FRM E- RCA WAAL. AER COX, © 可 唯一 表 成 


t = arh, REH, 
& 


-他 lzl= 2 la], 


并 设 在 此 范 数 下 的 空间 为 了 ， 那 么 ， 了 了 必 为 第 一 纲 的 赋 范 线性 空 
间 ; 并 且 当 令 了 > 了 .上 的 蚀 等 算 子 为 全 时 ， 则 了 下 HAY BX L 
,的 闲 连 续 算 子 . 

首先 ,我 们 验证 T de 了 到 三 上 的 连续 算 子 。 事实 上 ， 由 
于 对 任意 rex, PA 


Peh =lzh = jab ahl 


Ł È 
>| x ah, 


Atia Tey BX Lee PBA, p. 70). 从 而 T 
thd AE BBL pp. 322—323). 


ime 


Ja, 我 们 验证 了 是 第 一 纲 的 ， 事 实 上 ， 我 们 将 下 的 Hame: 
HE OATES Beh RUT), WE HCH aln, e), 
HAH.G*§),H=UH,, TA, 对 任意 正 整 数 %，span H, By 
共有 下 列 性 质 : 

( i } span H, BAS, 事实 上 ， fF Et sE spat Bas ie 

B= a A, t Eha bee: bah, 

Bf, PRR ay EE RC Ha, ER E spani, i 样 ， 当 取 一 - 
HAF SATB emt BEAY 


ym = Oh, t+ aot re tak t enh m=, 2,10 


时 ， TEAR TI Æ Ym spanH, (Cm 2 ), 然而 
Ym Xo enki ea Om > oo), 
此 即 知 span, REAR, 


Gi) span, EAE. ERE, MAT € (spanH,)’, EL 
tou Pihi + Bohat ere + Bh., 
我 们 只 要 证 明 {& 上 -Cspan 吾 。。 假 车 相反 ， 即 有 hio etto Auf 
span, (i9<i) ,那么 , 当 设 点 列 {xm} Copank, WERE 


Tm Zo moo) (1 
yim 
RM, BY LMR, WHE, 如果 点 x。 二 2 EVR, 
Gij MA 
leaz = S518: [ + > EW 
k=i k=igt1 
=} [8] #0 


《这 里 ， 我 们 约定 ， 当 下 之 i 时 所 一 0)。 此 与 (1) 式 发 生子 技 ， 多， 
He span, 是 闭 集 ， 


. Of a 


综合 (iD,(i)， 我 们 即 知 每 一 个 span。 均 是 了 中 的 无 处 稠密 
E, MMY = Ü span, ERI. 


注 LARA TRS TERR D TAR ARR 
STE 2S RISER A Se ae SP E, Be ay 
HARIA EEA EME 28 A LE EB — A Banach 空 
ECERS TS: TERE ee, 

27. FPR EER LARA ES E, 

开 映 射 定理 iTA Banach 空间 到 一 第 二 岗 上 典范 线性 空 
闻 了 上 的 连续 线性 算 了 和子 。 著 么 ， 人 了 TT 必 将 王 中 的 开 集 里 为 了 中 的 开 
EALL]. pp. 339-340), 

应 当 注 意 , 当 不 不 是 Banach 空间 或 了 不 是 第 二 纲 峨 范 线性 空 
洱 时 ， 上 述 定理 未 必 成 立 . 

第 一 例 SAX NERA. 

EY “te — 36 95 HE Banach 空间 ， H={h. HEY h Hamel 
基 . AGE Ab oR L 对 任 一 VEY, y 可 唯一 


¥ = So a.h,, 
在 了 上 取 另 一 范 数 IY Le]. BERRA, MARZA. 
设 T 为 了 到 了 上 的 恒 等 算 和子, MTE T RE (SAM 35 
WALA. BE, TJERE X pN ERY HRR, 
第 二 便 ”空间 Y 不 是 第 二 网 的 展 形 ， 


x-a Jal =o [é1).¥=(ole] <sup l£, MY R 
n=] n 


是 第 二 纲 的 赋 范 线性 空间 ,对 z= 二 154} EX aTr =r MARRA 


+* 9] = 


Gz 
[Fell sup [ia lS iela 
a te 


Wh, THX BY La REE. BE, RT 
PO FEAR Arh P RARE TIE WE TEM, 
38. 一 个 在 Banaeh 空 间 上 定义 而 在 另 一 个 第 一 纲 赋 范 线性 空间 

上 取 值 的 闲 线性 算 子 ， 使 其 也 是 开 算 子 . 

由 开 上 映射 定理 可 知 ， 从 一 个 Banach 空间 三 到 一 第 二 SA 
线性 空间 了 上 的 闭 线 性 算 子 一 定 也 是 开 算 子 ， 应 当 注意 ， 当 了 不 
是 第 二 网 赋 范 线性 空间 时 ， 这 一 定理 未 必 成 立 (参看 例 37 的 第 _: 
俩 )、 然 而 ， 我 们 也 可 以 找到 一 个 在 Banach 空间 上 定义 而 在 另 一 
个 第 -网 赋 范 线性 空间 上 取信 的 际 线性 算 子 ， 使 其 也 是 开 算 二 
例如 , VEX, Y 为 例 35 的 第 一 例 中 的 空间 ,也 为 由 X 到 了 上 的 包 
SAF, WT HART, DEAF T MR, THIET 
F. 

39. 存在 两 个 闭 线 性 算 子 ， 其 和 没有 闭 的 扩张 

设 了 ,与 Pa 是 例 30 的 第 一 俩 中 的 定义 域 为 TD) — TD > 
=|an) {an} EI, Bf a,b er") HAE, 则 隐没 
有 闭 的 扩张 。 为 证 明 这 一 断 语 ， 我 们 先 要 陈述 一 个 命题 如 下 ， 

命题 设 X 与 7 均 为 赋 范 线性 空间 ,y=Tz 是 从 DCT) CN 
到 了 内 具有 图 象 G 一 {(z ,Ts):zE DCP) RAEN. MTAA 
的 扩张 的 充 要 条 件 是 RUARO, OAOE. 

PER Kea Py, vet, Hekit =z, 而 
Mn >k 时 af 0,4 Re ochht |= 0, Ri RHEER e 9A 

(Tet TI EP {Em} (1.0.0.0). 
于 是 ,由 上 述 命 题 可 知人 ,+ 人 也; 没有 闭 的 扩张 ， 
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40. RENT SHARES STANK. 

EX, YHARHSMEBESH, MAXMMBTAM, T 
AE LEM LMR FY 中 的 线性 算 子 。 RITH ate TE F 
T- i PB D(T) SRP) 上 的 一 对 一 的 映射 ,这 里 ， 互 人) 
ETHEZRM, RTDRET HEIR. STAFTE CAF 
列 可 能 的 分 类 ， 

I R(T)=Y Cee TET). 

Wl R(T)+Y, (ARCT)=Y ide TCU, Pe), 

Wk RCPYAY, 

1. TOE AAR. 

2. Po 存在 而 无 界 ， 

3. 了 -1 不 存在 ， 

SP cM HTE1. WE TEL, 于 是 ,外 就 有 9 种 可 能 的 
5%., REE, TT 的 共 轿 算 子 T* 也 有 9 种 可 能 的 分 类 ， HE, CP, 
T gA 81 种 分 类 ， 例 如 , 若 TEIL, PCNL, WET, T) E 
GI Uk), 01 是 甘于 Cr, P*) 的 81 种 分 类 法 ,图 中 而 冬 线 的 
小 方块 是 指 不 论 怎样 选择 空间 卫 , 了 及 线性 算 子 荆 ,(T,T*) 不 可 能 
属于 该 方块 所 示 的 类 (参看 [308],[117])。 有 16 个 末 画 锋线 的 小 
Wik, PRB U USL, VRRERE TT, 使 (全,T*) 属于 
Arata, EPA 3 个 小 方块 标 有 了 的 ,是 指 当 上 完备 时 不 论 怎样 
选择 空间 苹 及 算 科 了 ,(T,T*) 不 可 能 及 于 谍 沙 方 鼎 所 示 的 类 , 

MDEA, Y RETT AET, TORTIERA R, 
我 们 还 需要 下 述 定理 ， 

定理 1 A 2* 有 连续 的 道 算 子 , 则 RTZEA. 

定理 2 ROT) Y MAAN 2* AMA. 

定理 3 RUM X* SHRM T AAR IREF. 

定理 4 PYRG RCP =Y MT RRRHMAT. 

定理 2 和 定理 3 局 于 Phillips), 而 定理 1 和 定理 4 是 册 
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Goldberg!" TA MHI. 
(T,T*) Eh, L) KBY=X=M=, TRAMAY EI m 
SEPM TELL), l 
(FTE) RY=X=M=E, 对 sw 一 {6,8 ) 
EM~,4 
Ts—(é 6 ), 
ER, R(T) =Y ETO ORFE ATEL, RT ATT HH 
T*s=(0,fifn t, 
HP e= (fén CP* =U e, RCUP*) 3 X*=P, 显然 ， 
C2" )~) TEE m BSE ik T* AIL, JACOT, T*) E da, IM), 
(T, T” E11) B Y=X=M=?, ass= (E, o) 
EM, $ 
Tr={(0; f nint’ 


~ pd 6, 


! yy P* x= (Ex, €s5°7 +), 
| Ab, PET, PY ST, AICP, TSEAN, G). 
(PPE (l) HY =X=M=H, ites (ntt) 
EM, + 


Pam (Esty), 
MAO, +++ DEYN RCP) i R(P)4Y, ERCY=Y. M 
HTE, TAR, T HEHE LT (f én S= n2 yt) A 
此 ,2 无界， 此 外 ,有 
D* (Evga, ee) = OR RSE 

Aig PEI, A2, 7 ELI), 

(PONE MoM) YX =MesP Rale) 
EM, & 


= És Šo, 
Ta =ù, 5? a? b 


ta p 


iul TE (Ent HOE, Larre), 
BR Co J EYNE(T), KR(T)ÆY, RUP)SY, X, T 


HERT TO ERARE MATEU, Heke, R(T) + X*= 
VA 下 * 是 了 到 RECTO bi POST) 存在 ;然而 
CELAH., Abb. T* EI, 

(T, TYE ONI Ha i Y=X=M=0, RT A O) 
PARENT N TEN, PY eL, 

(TTY EL, N) i$ Y=KX=M=0?,Mae=(é,,82,°+*) 
EM, & 
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由 rrz=(o 晤 ,各 小 


WR, ROMAY, AT REE TEIN, A, PRC, 
(TPE (IL, L) j8 X-F =2,e,=(0,¢-++, 0,150. °°+), 
于 是 由 {es} 张 成 的 下 的 线性 子 空间 ， TA. ECE XA BS 
设 厂 是 由 如 到 了 中 的 恒 等 算 子 , 则 (TP,T*) ECL ,1), 
CF POEL) RAL Leyes XY MFM, 
FEMMES HCE te Ey 0. DEMS 


Pa| likor ,60, …). 
t i=1 


任 取 了 于 一 [ayasy -EDET*)CY*=2, 据 上 有 界线 性 泛 孙 的 
一 般 形 式 ， 得 到 
IF Te) = lakt a Ila] k— ja] 
==|a,|k—|f[(k>1), 
Alel=1-A fT EM LER R 又 是 任意 的 正 整 煞 ea, 必须 为 
零 . 
现在 我 们 来 确定 算 子 了 + 车 了 一 (有 )》 EX*?P, 
则 由 上 有 界线 性 泛 孙 的 一 般 形 式 , 得 到 
Ba=(T*f jer = (Te) =a, 
Bie TSF, 由 于 a=0, i RUP*) 六 * 一 上 PRT ES 
HIE. 
如 果 了 Tw=0, 则 有 9 二 fo=&s 一 二 二 看 十 5 十 "十 各 En 
鼓 z 一 0; 从 而 了 下 存在 。 Hob, ECTE, H T 存在 逆 算 子 ， 
MEH 2, R(T)=Y, XEM 3,7 RH, AM T EI, 
(T,?* ECL, JL) Be X=, M Æ (10,.1,) Ay X 85 Bae 
FSa le), FFARR Y= M, e= (fnt EO, ECM, S 


Ts (DL iE + E0503 . +), 


i=] 


CVT aL 


BY=(m.M2,°°+950,°*- FEY, MIR 


r 
= (m— Pkmn 0, JEM, 
k=2 


MAT L=¥ KR(TI=Y, NT Fete, RAC, I)E, ET! 
AR. ROTO EX4 (PS OAR. A(T, TAE (Oa). 
(T, T*) EIL, IF) EWC, L) RX, YA WH, Hars 

CEt rsin 0, CMS 

Pa =(2b,,°+* nEn 0D, 
-显然 , 灾 E IIL。 任 取 了 一 (any ea)EDUT*)， 并 令 P+f 一 (8 6， 
ERS AST 

B=(T*f)es= f(Fe,)=f (keys) 

= Ra, (R>>1), 

Alb, ROP YYAX*=17, beep HE 


Ig*fl? = Ska PSY lal*=(F)7, | 
Roe i=1 


Aim P* EJI, 
(P.P*) e (ILI) RRL, 1) ay X, FHM, a= 
trsta, EMS 


Tr +Šh+3 steet buns at, earo), 


其 中 5 二 二 ,x HMB b= n,m 为 奇数 ， 显然 , TO 存在 ， 因为 


Ien HERH, henl =LA ER e E 
yp O EF, N 


， 了 . 
z=|y,— Syo? PortttsPyes0; EM, 
i i=} 
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Rear Ta=y. SULT R(T) =u, Am T El, W 
= 一 (1 二， rep ge EM, 
出 


& B,=1 titires ee, BR Bye too (ko), HH 


了 一 (ea DE DCT*) WA 


[f(Ta =| aB OF 
* a 
> JalB LE. (1) 


eel Sig. “1 wie bh: 
SEEN EOD HSI fiago HPT EME, 
med = n=1 


B, >i co, HARETO) 可 得 a0. FAB T+*f 一 (1, Be, 
,€8 MA 
£i=C(F* fye =f (Pe)—0, 
Aue. ROAY, BP TCU AF ROC=Y¥ Amie 2 2 ， 
TREAT T) APARAREA 无界。 A. He 
fizel kL), BH (Ei, Ey 0577 h (ell MA 


i E 
(Pap =|] <1, 
| 
因此 ,fDiT*}， 贝 于 
Oy ki, 
(f e= fATe) | 4 | 
F k=i, 


因而 jz* fl 一 | 


Eal 
k 


Jap tt geéq, BZ, CE, PEM), 1), 
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(TTE CHHL) AP = CE Saye CLS 


E 
Tr= (o, Ér Han), 


2°3 
TRAX = AY =P ARARAT. PA.PenL. H 
EH 2, T* MART; XAAR JAI = :X* TRE Wye 
(TP+) E (L,I) RH Sikei Ci — A Hamelik, pay 


候 定 | 一 1， 对 每 一 wxEP 可 唯一 表 成 w= Yah, 令 


lal:= Died, 


MX=CP | OAR Sea MAES, VEY =P 7 BX 
到 Y EBERT. PR, TR, Ri. JERES, An 
RECS, WP Pale AES i] X SEAM BRS a 
YER. Bitte. reh, 

BIRD) dae BB 2 和 定理 4 ,(T*)- :存在 而 且 连 续 


XPE! AEM 38, RUT +X*, 国 而 他 ETIITT， . 
(TTE) E (l, II) 设 =F, r= {é,,E4, 邻 


ra=(e $, Be), 


#AYSRODCEP, ACS, Hp- AJA TEL, PPCM, 
(TTO I Xslil, Y= R(T), 这 于 «={8,3 
EX, m 


WHOL Iana TER, HF 


Pre=( 6, $2, Sa) 
RT) =P X* =. RAR TAX MACOS 存在 而 无 
Bit T*E N, 


CT TS) Ely, I.) X=, Y=R(T}CP, a Ba = {hn} 
EX, i 


Ta= (6, Ss, fea), 


FTE TORPE ATEL EA 
Pre =(0,6, e) 


ALR(P)4X*=F H Tt By Y* 到 RCP*) Ee — ete 
射 , 才 (2*)-1: 存 在 ,然而 它 是 无 界 的 ,因此 PPC IM, 
41. 有 界线 性 算 子 与 其 扩张 算 子 之 间 的 关系 . 

X, YERERE LA DRAHA Y RAAN 
SERTARE, R f 分 别 代表 工 , 了 的 完备 化 空间 ， 于 是 ,对 多 E 
L(X.Y), TAr PEL RY), 关于 算 子 人 和 扩张 
ET Ê 也 有 81 ORE, BARR TEM, EMRE TAL 
全 的 分 类 法 于 分 有 用 。 交 于 这 个 定 理 的 证 明 可 参看 [133]. 

定理 HX, YMEMMAEAA X,Y 分 别 是 他 ,了 的 完备 
A. BT EC L(X.Y) Ê EL, PETE 全 上 的 唯一 连 
续 扩 张 ， 则 

(a) RCP) de Y SE RP ae Y BR, 

(b) PAF fe AES 4 O FEE LE. 

(ce) BTI REE CP) EREE. 

(d) E ERIE MM RCP), 

(e) SCP) HAA RCT EAG, CP SEER, 

图 2 揭 小 方块 中 标 有 字母 6 ,8,5 ,dd 或 e 的 ,是 指 对 于 仁 何 
贼 范 线性 空间 们 ,了 和 三 界线 性 算 子 T,{T， 富 ) 不 可 能 属于 这 种 
小 方块 所 示 前 类 ， 理 由 是 由 定理 中 有 相应 字母 的 断 语 为 依据 。 例 
如 ;IIT,11,) 方 块 中 有 字母 “a”, 因 为 定理 中 的 {4) 证 明了 了 不 能 
有 人 性质, 呈 的 全域 在 > PRAAN Ô ERE PR, ari 

«i+ 


小 方法 表明 可 以 适当 选 拌 空间 年 ,了 及 算 子 工 ,就 能 使 ( 荆 ， 个 ) 属 ， 
于 这 小 方块 所 示 的 类 ， 


-y 
a b 


A 2 


图 2 中 有 ?7 PAA DAR. Eph), CL, 19, dh, H), 
(HM) (HI II (IH, We) FCs, IIIs) ， 在 这 些小 方块 中 ，. 
与 个 有 相 问 的 普 义 ， 央 此 ,我 们 只 要 取 下 ,了 为 任意 两 个 Bana- 
ch 空间 ,并 使 了 EI(X, YAS. BA, HEX =X, 
了 一 人 ,一个 ,因而 了 与 全 就 有 同样 的 性 质 ， 于 是 , 晋 下 的 是 要 和 恪 
WN RMT eC? PRP), (s a) C1), Ue, 
I) (i:la), (Il TI) (11, HI), ¢€11;,1) 400), 我 们 现在 
Be RUE KOE, 

TTE Us) BRB Banach “tid a P| 
LOX, Ÿ), @ Pew, mx=ik, Y=R(Î), T=, wre 
LEXY TED, AMP. Ñe da M). 

(f, TYE, WX, f BW Banacha i, P ELT, Pyp 
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Mi X= Rk, Y=), THF, WTELX,Y)A 
TER. , 
(T,PYVEOL,L) eR BanachZY, X XSLY HEB TS 
WAXS+Y, $ Tr=xz, EX ATEL, Y), TEIL, WE 
few X=V aly 上 的 恒 等 算 子 ,所 以 PEL, 
PEA) EXSY co 的 这 样 的 子 空 间 , 它 的 每 个 
TR, =f sen 对 


WR 2 了 一 人 中 只 有 有 限 多 个 ia BA 本， a 
e={€,seX, & y=Tr, 这 里 ysr Wd 7, = Éa — 2 El 


R=l,2,;.e, 
f ik, BASF in M AEn 


{8 Î Ell, 


HE R(Î)=f, 
2 Éo El 
(1) 


REE Inl 


E 
9 i ， 
E res 


p) 
3) 
{ma} EY, FEN) SP 任意 e> 0,7 wa 在 正 整数 Ro, 站 > 


Ez 
E€ z> 
e TM= sup |n MiA 


c JE | a hy 
Set ISDE | r (oe t se Teret Jk- tatl 
| Tot We 
© | QE -Fo 2! 
ER! nMn, e 
<ii y guidi o E 
z ue 
gmt CS] WESA a 


E EA RAP, 


AK 51 一 0, 并 取 记 充分 类， 


ge。， 王 是 ,我 们 可 以 断言 ,对 sl 2， 
就 有 {Sa} a 


了 于是, R(M=¥, 
2, ses, BY Pao SBM 


HO REM, E m= kS, 
J. ) ,这 里 所 是 任意 的 政 ， PG CE) ta 


1 
eae i ‘ogu : 


72. BIT €l, 

其 次 , 若 tyw}EY, 则 存在 正 整 数 n, 4 kDn, Bt BEAT 2, = 02. 
在 t1) 式 中 令 

ESM t2 9+ +2 na> 

pi kn H Eem 0 UE EFEX. TAL RCY H P E 
在 .但 由 定理 的 (5) 可 知 ,T-! 不 连续 , 故 TE h, 

CE, PO e OL, L) ECLI opp, TRY =e, MP EIL, 
而 个 J, 

(了 ,全 ) E (MM, I) Mi, LyX, TRY, NTE 
II ,而 全 < Il, 

(TPE) 设 五 是 上 的 这 样 的 子 空间 , 它 的 每 个 元 素 
4 {#0} 中 只 有 有 限 个 5 天 0, 令 了 一 1 对 X=(61541"…1ERT, 
今 

P= (ErsEssee 1), 

则 RCT) #Y, ROPI=VEPORSE, RTC. RBM, 
Tet, 

(TD EOLUS RBC ,3) 中 的 和 ,了 ,对 二 {人}E X, 
令 了 wm 二 y 二 49a}, 这 里 


m= (251) ts + 21E, f eee at DE, k 


=1,;2;"*., 
& n0, k=1,2 7 Hl] Pao=0 A Ra et E= aE 
mi i EEE. BF r= 2E) MEK HHH Val 
中 ,可 见 PORE CT) C REE. 
ZR RCPY=Y. AEA aS 00S 
#,=(0,+++,0,2*7-1,2*-7,0,---), 
这 里 ， PERRETE RG 1 PR OP. BUT 2, = 
e,k=1,2,°--, Auk, RUD EY Res. Mm RCP yee = ep 
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-也 稠密 ， 取 7 一 0; Ma H2*, R=1,2,++:, BBB, y= 
{a }eF\ECP), RURAL MT RCY, Aue, (7,7) 
€ (IL, IL), 

(PPE TL) WCW) POX, T, FAYRO), 
MTE. T PEs, 

上 述 线性 算 子 与 其 扩张 算 子 的 分 类 法 是 由 Herbert 作出 
ay, 
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第 四 人 蔡 ” 弱 拓扑 和 能 "拓扑 


He 

As ie SE BE He eM SER: A A E BS PP SEES TT EB 能 * 
Fe th Oy ial BAS AP E NR FSS Ue} Bea th GB He ah NSS Th 
方 区 的 例子 。 给 出 基本 定义 和 性 质 如 下 ， 

BEX AL BORK LAGER PES A], MERCK ,7) 是 一 个 拓 扩 空间 , 它 
满足 下 述 条 件 :(i)(X,r) 是 Hausdorff 空间 ; (ii) 久 中 的 线性 运算 
EER: (OEE, ya ty BACK, r)s (X, 1) > 
CX r BRAT ARE BAY (Cb) Beatie (a,x )>ax (RACK, re) x 
(Xr) >CX rR EEES E re ROARK RDA 
SLA RET MARA ,站 是 拓扑 线性 空间 ， 

拓 耻 线性 空间 ,如 有 有 零 的 邻 域 基 虐 ,其 每 个 邻 域 都 是 目的 ， 巾 
称 为 总 部 屿 的 . 

设 互 为 拓扑 线性 空间 ，4 和 己 焉 ， 如 果 对 零 虑 的 每 个 邻 域 己 ， 
HEE A> 0, ME ACAU UR AMAA, 

ABH A Fe STE PERE BT EAT ag} CA, An Aa} 
ABADA 和 x,->0， 也 容易 证 明 . 对 于 赋 范 线性 空间 的 PR TT. 
言 ， 这 里 定义 的 有 界 性 与 原 米 定义 的 有 界 性 是 -一致 的 ， 

Le X AVR YEAR PES te. CX eX, Mab FOX, 
F lim fC an) = fe), RR ee BP v, RRO eGR , 
记 为 


mor, (n> oo) By & = (89 lim Ta, 


a 本 空间 x* PEAAOS Bs gai S F TeX 全 是 指 对 


fa BY jen- F= lim fa. 
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it X ARTARRAI Fs eo ty SMe ee a 
RB at d(2,y)=—|eo—-y Pe, FATES, Th 
们 如 下 引信 弱 拓 扑 ， 

设 zeE 王 ， 形 部 

Ula sesfists*s fa) 
= {ewe Xi | f(r) — flee ie, k=1,2,+++, 2} 
ROA Aco WI REA SER Jeep el 0, fittn FEEF, 


Ha ZS OS PLR ATA ERSTE Sp RAN Le seit, oC XL, X*), 
LXX AX LAMP ay Hausdorff 线性 Hth, BE, 


(X ,o(X,X*)) B—F ABH hR EE, 
we SfoEX* Ban 
UCfosem:, ter, En) 
={FEX*:] f r) fola|<e,k=1,2,+++,n} 
的 集合 称 为 fo 的 一 个 基本 弹 * R ER > Oar, te Xs 
HAE Oa Ae AY X* 上 的 拓扑 称 t 拓扑 ， 记 为 
o(X*,X), (X*,0(X*,X)) wd — PINCH a gh AE 空间 ， 

还 可 以 考虑 X* 上 的 弱 托 扑 of X*,X**), 由 于 XCX, i 
以 X* 上 的 弱 * 拓扑 弱 于 和 + 上 的 骑 拓 扑 ， 当 所 是 自 反 的 Banach 
空间 时 , X* 上 的 弹指 六 与 弱 * 拓 逢 是 相同 的 . XR X*) 中 原 范 
数 拓扑 称 为 浑 拓扑 ， 久 上 的 强 拓扑 强 于 五 上 的 弱 抵 站 . 

RX, YERERE, (XX, 了 MAX ALY MARS E 
THA. LOX,Y pth ee FPP. iy —- Be Oe EATE 
EAE Eh ACT, T= TT Ee, 这 种 拓扑 通 
当 称 为 算 子 一 致 拓扑 ， 相 应 于 算 子 列 揭 强 收效 和 弱 收 化 ， 我 们 引 
ARTS LOX, YEAS FR tb AEF eda, 


eT CLCX YY) , 形 如 
UETo ey w," “* By) 
ARETE Y): Pa Te] a, R=],2,""=, n) 


;的 集 食 : AT. hy 个 FF ABER Hp el 0. ste » EX, 


* IGG + 


HIDE PRA AeA LCS, ¥ LRT oh 
I 
OCT eset Sar fit, PA) 
SAP ELON YP Pe — foe) 
<le,k=1 12> soe nh} 

的 集合 称 为 7, 的 一 个 BE Hh eo, rpt, eX, 
fott fa Y*, BETERI AIh LX, 了) 上 的 
ATEMI 

X p AAH ea EAF oP ee th o(X, X*), a> 
s(n); K REAA FBS RE fH PAX, X). 
frm fin) LX, YPRPPT RAFT. 相当 于 按 
LIX YR Tair, Tu Tne) DCX, Yee 子 AKT} 
EKAT T AFR LA, ARTERI, TST (moo), 

HFX kiad o(X,X*) A X* øta X*, X). 
KAR Dail LOX, YL SP ee sb Se et RE 
ERPS Hath ATLA X e ae Be Fil Be BS ie eX h ES YR A FU BE 
ROE Zh FR, BEM OL. ARAB SS BSE RE BGs: 
ThA X* EAS iT UR Pai LMR PRs aes. 
因此 FRAG SLA PALME 

BE XY Ath REAM FX YH f FE oO X BAY 

GR foe XN MERU S E MCX eye, 5 
X YTRER, D-H. 

设 X 是 拓扑 线性 空间 , ACK RARER, aR Ah 
个 点 到 的 极限 点 都 属于 A. 

显然 ， 闭 集 必 是 序列 闭 的 ， 当 站 可 度量 化 时 , 二 者 是 一 政 . 
的 . 

下 于 赋 东 线性 空间 是 产量 空间 ， 所 以 它 在 疙 营 拓 让 下 和 的 完备 - 
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性 可 以 用 Cauchy AIDE, TOMBE MESA] XY E 的 59 dh 
CX, X*) HI X* Lmt o(X*, X)—- MAA A REIL 
ee Cauchy Py Se HE, 
& X Æ Banach “ial, an Mt X oh CE BS — 7 E 5S fe th 
OCX o Fhe Cauchy Pre aE ORRA RA to D» Ete 
AAEM EEAS Hh. REEE, ok, DER 
(RH BE Hy FE SEA R 
A BUEH, Ay Banach 空间 区 UGA Mist few, 4 BRS 
每 个 了 了 和 和 ,车 lira f(a, DFE ETE © OX, fia Be oe 十 


x, 


BEARR RAA 0 (0 XY) ARA ENAN, 

人 

IX BRIERE, (X (X, DRAT CXKA 
BIARD ,是 指 (民生 ,和 s)) 中 看 在- PAAR 
XbA BATU TS, VHAREATAN. Y 
中 存在 一 个 序列 {z, AMEE EX, a BoE ES 
.极限 . 

司 理 ,可 以 在 共 斩 空间 中 引入 弄 * 可 分 和 弓 * 序列 BLAS th ite 
és. 

设 HHP. ACK, (AT Bi, BH AMET 
FRAGT. GDA 称 为 可 数 紧 的 ， 是 指 4 中 每 个 点 
WIN ,在 4 中 营 有 聚 点 x。(iii)4 称 为 序列 紧 的 .是 指 4 中 你 个 
点 列 有 一 个 子 列 收藏 于 4 中 一 个 点 ， 

还 有 相对 序列 紧 性 与 相对 可 数 紧 性 ,例如 , 4 称 为 相对 可 数 紧 
的， 是 指 了 4 中 每 个 点 列 在 并 中 刁 有 聚 点 ， 

这 三 者 的 一 般 关系 如 下 ， 
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SX WRI ,三 者 是 短 价 的 。 但 是 ,对 于 无 穷 维 赋 范 线性 
HA X, R(X, X E o( 政 *, 下 ) 是 不 可 度量 化 的 。 然 而 ， 
AF of X,X*), Eberlein-Smulian 定理 指出 , 这 三 者 是 等 价 的 ， 
关于 X* 上 的 拓扑 elt, ,它们 是 不 同 的 . 

有 关 折 直线 性 空间 的 更 多 的 材料 ,可 参看 1327]. 

t. FEET Banach 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 列 {f}, CHR 

FF ,而 它 的 任何 有 限 线性 组 合 所 成 的 点 列 都 不 按 范 数 收 敏 于 

F. 

AED, 4X Æ Banach # 空间 ， {a,} CX, ACen} 弱 UK 


Bit © WUE TEAR ERE AG Yar Za zi BERAU Y m) EKTE ei 


Nt, MSEE, SbF SLAG Unltd BS ARERR AE 
Bec AOA a EA We, Bild, SESE Banach 空间 ?中 的 每 
一 点 z:=(E tts Én, tte), & 


fain dE, F= Does, 


易 见 ,f， 及 上 部 是 1 EAR M faf El, AAP. Be* 
WRF F. 
另 一 方面, 由 1 上 有 界线 性 泛 随 的 一 般 形 式 可 知 
fa= (C11, ,L000 ), 
f=. 9D. 
AR, CERERA RA EA IERE yE 数 收 AF 
Í. 
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2. SEATPEHRRERESS ,其 电 点 刻 的 强 、 弱 履 误 性 县 等 

我 们 知道 , 丹 范 线性 空间 中 的 强 收 化 的 点 列 必 是 弱 收 伐 的 ,其 
ERI. 

Schur!?79) #2 4 4h Wy ETARE IG AE Banach Zapa, pi 
AR. ieee SPMD. HE PPS] CBR AIR 2 
fa}, ABER, RREN Amka RAA E m e 
fig. P Beo Ci AT 0 P mr SEMN i BAR ERE y5 
dei c ARA 


EE 0 (nco), 
1—1 


要 证 有 明 > Emn co), REE toe oR n Cn 
nacte E 
MON k=1,2,°* 


不 妨 设 五 面 的 不 党 式 对 任意 的 ne HP ARIE, 
1436 » Ha wet 可 知 对 每 个 n 都 有 


Lisi? |< + 09, 


BSAN n, MAE LIE >00), 
3G arg = CEPI (m= 1,2, 0+) IAF 0, EI 
¥ =), Ar, t FH (056+ -,0,1,0,°°° Ed, 
其 中 工 在 第 了 个 位 置 上 ， 则 对 每 个 了 都 有 
L ad= EPn), 
BET BRAE i REKE m 使 
a Em, 


* 11. 


HAC EL? i", n.r ‘EO, vee ) Z 下 存在 i>i fe 


oe 


D eE, 
因此 ， 
Do e = Sm m- de 
让 一 二 i=l im] i= in-i 
3 £a 
oe 


对 ias 存在 n>m HE eme E 。 而 出 


aT 


wag =(E{™,é Eine . JEL E tats 使 


D roj 2 


i= is 十 ] 


AT So pene See, 


i=is+1 


Ha ay rd ay Ae fof 二 全 和 -存在 neon fF 
tk 
ny Fo 
Elric 多 
TEH Fap — CEL EG aee ESO, re) ELFE irti ie 使 


B lS 
Auth EETA aae AEI En ,其 中 ta = 
1% 适合 
CP MaMa, k=l, Z, 


lli» 


ia e = g 
ES B PIS 
i=l 


i™ia+i+l 
ik+l 
325 
(aI 二 一 一 
> B * | > 5 
isiyvl 
& (sen EP), hii, 
全 :二 
Sen EPO, 和 


ICTR ITEE s@i t? E”, BAHE t k RBA 


= tke ieee 四 
8 
+1 imig11 


i=l i=ip+iti 


ik + ” 
>- 5e D ge D e] 
i=l 


i=ipt+i imigartl 


Eq 
>r. 
D 


35 Da gs 0( BaD ai AF. 


注 容易 证 明 ER SE eT A ee BE 
是 等 价 的 。 LARA T APR, DIRE SHHP ARE 
线性 空间 为 有 限 维 的 特征 ,这 与 Hilbert 空 间 是 不 同 的 . 

i X Æ Banach 空间 ,游民 中 点 列 的 强 、 能 收效 性 等 价 , 则 称 
XA Schur 空间 ， 因 此 ,Banach 空间 上 是 Schur 空间 , 

3. BRAGA aS. 

Any AL, SE RES al EAE a eae OF MSE 
PA f. MARE RP SP a ee. Ble, He 
X=co, Mf X*=l, MIZE Fl 

fa= (0,01, 0,59 FECL, R=H1,2,°°+, 
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MA, MZA c LARA Hi ERA, HE 
a= {fn} Eco, HMA fale) Siam 0 (noo) BU Faa * eae Fo, 
SH, i } BRA o, WA 2 Wen fh eae 
Fo. 

4. DERRE E pA T R a, 

ASE E X Ah PE ERE {2,} CE, Bia, bone 
AF =, MCT ASSET co, eM Re. 例如 ,在 
23 iq] P PR e,=(0,+-+,0,1,0.°*°), BBA, Alea =l (n=1,2, 
se Wale } RIF OL 然而 ,由 空间 汪 上 有 界线 性 泛 本 的 
一 般 形式 可 知 , 对 任 一 了 = 二 {fs} Ear, ME 


PaE fne {bel, 


因而 可 得 lim F(e,)= lim Fo=0, We, EAF 0. 
5. FHEADH o CE, tix RRM TR. 

客 易 证 明 , 如 果 点 列 {z.}jCP maT e ,那么 它 亦 必 接 坐标 
kA Tr. BSE ,这 个 命题 之 赣 并 焉 成立， 例如, 取 

w(t Z... bapa -= 
“(机 in” 3 we” Jazd e at 

化 于 0。 但 是 , HF is.) aes Amile ER, kirpa 
a. 

ORS, ASA r1), WTA «,.—16,'%} 
《% 一 1,2， Sgt F z= 1 必须 目 只 须 共 满足 

(i) RAe | Bay 

Gi HF r, BaD AE oe OE (R=1,2,°°°5), BA 

limé,“? =£,(#=1,2,'--), 

Aila DEAA AREA oe a ea FB 5 可 

地, 上 述 命 古 中 的 条 性 (与 (是 互相 独立 的 . 
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6. 强 收 敏 而 不 一 致 收 禹 的 有 界线 性 算 子 列 ， 

我 们 有 下 述 命题 , 设 苹 与 了 都 是 赋 范 线性 空间 ;{T,} 是 XB 
了 的 有 界线 性 算 子 列 。 若 {TT,} 一 致 收敛 于 革 个 算 子 , 则 其 评 必 强 
收 王 于 同一 算 子 。 应当 注意 ,这 个 命题 之 赣 并 不成 立 . FA, R 
Banach 43 |i] P (p>1). HERR w= linin bast EU LS 

ie a a ee 
这 里 ,和 二 (frinn). 不 难看 出 ,全 , BL? AA RE 
BY, AIT|<1, 注意 到 对 每 一 EW, 有 
[Psi =] > 0 (n>), 
RT, Paka TER 子 。 另 一 方面 ， AWM e= (0,01, 0 
->+)}, When = 1 E Paen=(1,0,0,+-+), Be 
MPa ELT nel =1- 

Bie, [T= n=, 2, AALTO aA EAT. 
7. BST Rin Daka RRRA. 

容易 江 明 ， 若 由 赋 范 线性 空间 X BOE RES Y aA 
EEE ST RU PS TMU RT T. BAM 
Hither ua, Min, 4E Banach 空间 天， 对 一 (8 
Ex, JEU, 

TP= 0+, 06 E627:). 

GALT, BH AY AHRR REAT. 

Air SGU Se TAB BRI Be 

EE, C EDARRA 了 具有 下 面 的 形式 ， 


flm)= PSs 
y= 
HEP f= Cm cc EE RT, 的 定 芝 ,得 至 
f(T) = s fs eal = 了 ET。 
了 了 二 和 二 于 k=1 


«lid. 


应 用 Cauchy-Schwarz Ax. Hal 


few Ste z mm 


m=nt+ i 


FLA 2 lm i EUR RAM. 所 以 有 


> 


lim 2 ltiml?=0, 


其 而 lim| (7.2) |=0. 
ANT JSMMPTEAT. HRT RR, MAER r= 
(i,0,0,°++) RA 
[7.2 T s| =V? (nm 

t. EERTE THRA AE. 

BEERE EM {T Ka E .a ) 是 定义 在 Banach 空间 
无 上 ,升值 域 包含 在 赋 范 线性 室 间 了 中 的 有 界 RET, (ae 
-2 ) 所 成 之 集 。 车 对 每 个 YE, 有 
suplT .a||<+09, 
ae. 
WNIT A ac aR, 

Fen, 52 FUE FO 3) PA ee OTE RE Ay AE ee JENS 
定理 中 ,空间 X WSR HRA MA. Ree. 

me X=¥=(2", jel=( X6), 则 工 与 了 都 是 不 完 
备 的 赋 范 线性 空间 。 EL XAY WAT 了 TT, 如下， 

TO, 0 ,RE 0 ), 

最 然 , Ta 二 12) 都 是 有 界线 性 算 子 , 且 17 Hn. 

feo ={E}CX, Hee HERE m 以 后 全 六 
©, A n>n h Parmelia nan h, sz 一 
Rléx|<Smol rl. Bik, i- 2 eX, 
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sup | Terje +00, 

BRIT, [Ta] =n>co(n co), AREER REIL, 

注 LAR LIN T See eel X Ay se SHER 
ERTH. TE ARE ORR , oR VRE Ret 
间 并 不 知道 它 是 完备 ,或 者 就 是 不 完备 的 时 侠 , 那 么 应 当 在 什么 样 
的 附加 条 件 下 会 仍旧 使 这 一 有 用 的 定理 成 立 呢 ? REE EE 
和 男 跃 虎 2 对 这 一 问题 进行 了 研究 ， 读 者 如 有 兴趣 ,可 参看 他 们 
KEX, 

pa Fk mg 22 75 Pe MAY A POPES, LEX Jb Banach 空间 ， 了 是 
We EEA). T CS LCX,Y),n=1,2,----SHT,} RET, 
UHPA- Bes Fe. EPRI BARRE). EU RB] X 的 完 
性 的 条 件 不 可 去 掉 ， 

98， 存在 某 个 Banach 空间 到 另 一 赋 范 线性 空间 Y 内 的 一 个 
一 致 有 界 的 线性 算 子 列 {T。}， 使 对 外 的 革 个 先 密 子 集 的 
每 一 点 x,{T x} 都 收 雍 ,但 1T,} 并 不 强 收 第 于 某 个 TE 
工大 ,了 

BIEDE PGR AS UEC LE EES WX By Banach 2 
间 工 的 有 界线 性 筑 子 列 ,如 果 清 足下 面 的 条 件 ， 

Ci) {IP |} AA 

Gi) 对 于 X ye —-BeER G Et Aw, (T, ope 
ST} CE ABE T, H 

IPIS miT, L 

EAER CS RE Y 完备 的 条 件 不 可 去 措 . 例如 ， 

me X=1,¥=(H", tel= Lisl G= Ma 在 X PRR. 


HB eEX,S 
人 一 人 
nir. 2a X AY AWARAREAT. HIT S1, {TE 
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AFA. 

S Tac a, WAR EG, Tan Pee Te, FAT PEA 
aa oF LOX, YR MATA. 

10. 55 SISSS mn ASS FSS HRS ESS N. 

ALAR SEER TE STAAL, 我 们 都 是 以 Cauchy 点 列 来 MESS 
性 的 ， 共 实质 在 于 王 述 空前 均 为 尊 基 空间 ， 有 从 而 庄 足 第 一 可 数 公 
Hk, cae SPER EAT, T anth a" 
goth, 5 X HCA eR EI, X PERTH oC KX, X* OM 
X* ER mF o( X*,X) PPA BWA Ale, 上述 空 
EXA LRA BRAS RIPARS GARR, Meta 
BS ESSER INP HEAR. LZR , 弱 ( 或 能 和 党 备 空间 必然 是 
BORE YTI eA, EMOTE, (Aldo, Banach 空 间 Le, bja 
EZAR. RR TERCER TAZAM. Adk, JOBE 
个 定理 如 下 ; 

定理 iia,.}CLie,b],e€Lla,b], Wiz} x 的 
充 要 条 件 是 


(i) supla |< +0, 


Gi) WAE— Lebesgue WE ECLa,b1, tim f at) dt 在 


EER. 
MRH fc (LEa, b]i*= ETa, b] lim fis EE, BD 


任意 y EL Lab] im 人 a (DYOE Mey (1) = E 
xz HA EMAAR, MEA hm f e G)di 存在 ， 直 共鸣 定 


理 可 知 {|x;,|} 有 界 。 于 是 ,由 上 述 定 理 即 知 存在 +EILLa,5]， 使 
{0,36 oF 2, 
注 UE X* 是 无 究 维 Banach 空间 XX ys Hess, 则 可 证 明 
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X* 总 是 弱 * 序列 完 务 的 ,但 它 并 不 弱 # 完 
。 HER Banach 空间 ， cane pene. 

设 X #2095 ME Banach sla], E X bRee td oC X, X), Mi 
(X,0(X, 开 x+ 为 一 不 可 度量 化 的 拓扑 线性 空间 .可 以 证 明 ， 它 不 
是 完备 的. m4 X RACK ol, XARA. BN 
注意 , 当 X MARR. (X, o(X, X* RBA MSE BM. TRE 
Banach 空间 X 不 省 是 加 序列 完备 的. 例如 ,Banach 空间 on 不 是 
弱 序 列 完备 的 ， 事 实 上 ,因为 时 一 六 并 且 对 每 个 eel. 存在 一 个 
a={0,}Cl, ff 


fe J= ST agg t= - {EA} Eco. 
. n=] 
Ap Gy (115007 51,0,056°- J N] en co FFA 
n m | 
Lf Eend FE d (Da Wal 
i=1 i-i ， 


= Soest la 
i Ws il iomtl 
由 于 4 二 {4a}€7, 所 以 
ft 
SS fa,|=O(2,m—~co), 
tard 


ue Af (7. Cauchy eal, EO { 2, ese i ce Hay bg Cauchy 
Bl. PRT, {an} FE co FEAR SOME Ok, IN A wm {ih ee tE 
ir eee TF s MARE 


Lak = Fle) = limf Cea) 


k=] 
Tim Srey =Y as, (1 > 
RE Speeds fae 0.0.5 0 10， -Ja HeLa 得 到 ES l, k = 
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1,2,"…, 于 是 lim £40, 5 a= {é} Ceo 相 矛 盾 . 

Banach 空间 CEO 1 也 不 是 弱 序 列 完备 的 . 

注 ik X EAH Banach 空间 ,X* BRIE Al. 可 以 证 
BA, Hah eR PE RCN * oC X*, KASS, MIKA ALE Se AY, 
E(X" OC X" XD) RPS aA, BN Xe Be PSE: 
还 可 证 明 ,每 个 Hilbert ARESE SEAE. bk PRH, 
AFERE Xo (X*, XY) Hilbert 空间 ,一 般 说 党， 
Path RPE SIAC oX, X*) FEB PSE, 

]22， 弱 序列 完备 而 不 自 反 的 Banach 空间 ， 

Banach 空间 LLa,b] 并 不 自 反 , 但 它 蚌 弱 序列 完备 的 《〈 贿 看 
fal 10 ). 

注 ER. E X A Ay Banach e/a], WN 必定 是 器 
序列 完备 的 ， 例 11 说 明了 在 这 个 命题 中 自 反 性 的 条 件 不 可 去 撞 ; 
BY 12 则 说 明了 这 个 命题 之 迹 并 不 成 并 
13， 穿 在 无 穷 维 线性 空间 世上 的 珊 种 不 局 的 拓扑 , 在 这 两 种 拓扑 

下 ， 革 上 的 连续 线性 泛 函 若是 相 辣 的 . 

XATAR RES lal, WX be oye Sede th 4g sean db 
全 ，X*) 是 不 同 的 ， 尽 管 如 此 ， 在 这 两 种 拓扑 下 六 上 的 过 经 线 
性 泛 商 却 是 相 启 和 的 ， 为 证 明 这 一 陈述 ， 我 们 先 证 明 下 面 的 

引 理 te fi, fotto fas FOX Enti PRM IZM, 


NCOCN(F)， AE, NR FRAN, M 


N(f)={r EX: f(x) =0}, 
RWS Arfis fas cot, fa ERMA, 
TE ERIT : XR”, 
sEX>Tr=(f r), s fD ER Be k( Ta) = 
fir), h EZME, HE Tr=Ty, W f) fÈy)=0, 
i=1, 2, e, m, AE sy ENFO, aR fe yso, 
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所 以 f= Fl), FRAT a )Hh(Ty), Wha hw TLA) E. 
MREZA {E A ERER ERRA h GTR 是 有 限 维 的 ， 
所 以 


Ey) = MS a; Ya Y= {yi Yas erta Yal € R7, 
i-l 


Mahni TSR a) aafe) (EX), 
HA 了 一 af, 
a=t 


REX bigiitho(X, X*) MAA PRIS ATE A X*. 
ARE, ATH A f RABE o(X, KIERA, KA OT ThA 
MEN Re, SOA LAT IB OCA, X*) 连续 的 线 . 
EEA, FORESEES. FEE A AR 

K={s EXi] fe) Ke, t=1, 2, +++, n}, 

EX ET e Er REIGO. & 


4 一 们 去 (7 


设 zo 忆 A4， 风 zoEP， 太 而 |(zo) | 过 1。 AAR Re, BoM 
任意 实数 7，rzs€4， 从 而 l 
[fra Jl =r F e <L. 

由 7 的 任意 性 可 得 了 Cx,) 二 60， 这 样 一 来 ，4CNCF)， 由 引 理 , f 
Ifo ce, fa 的 线性 组 合 , 而 jEX*G=1,， 2, 40, n), Pi 

DL fe x*, . 
14， 存 在 无 穷 维 线性 空间 天 上 的 两 种 不 同 的 拓扑 ， 在 这 两 种 拓扑 . 
下 ， 习 中 的 有 界 集 却 是 相同 的 . 
对 于 一 个 集 4 ， 若 4 基于 强 拓 扑 是 有 界 的 ， 则 4 关于 弱 拓 盾 
也 是 有 界 的， 但 是 ,也 可 能 在 两 种 不 司 拓扑 下 具 帮 相同 的 有 界 集 - 
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为 说 明 这 一 陈述 ， 我 们 先 证 明 下 面 的 . 

3 EXSY MARCEL, fi XY 是 连续 线性 映 
Ot, US Bea RRB uA AS. 

证 RAEX PARK hy bh SRB, M 
(站) 是 工 中 的 零点 邻 域 ,而 4 有 界 WORTEAD> OAC AF UO), 
从 而 了 (4) 己 A7 ， 证 毕 ， 

At XH-ABRI CREAM, ROE, BARK 
Rith o( XX) PRL, WUE Xp ERAS PAE. 
ER FSEX*, Wf he o(X, XS. 由 引 理 可 知 ，f(4) 
EARE., Wibskeyam, TI eee PAR, 

注 “本 俩 中 的 引 理 说 明了 ， 若 了 是 由 拓扑 线性 空间 大 到 拓扑 
线性 空间 了 中 前 连续 线性 映射 ， 则 了 把 有 界 集 映 成 有 界 集 ， 上 应当 
注意 ， 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 ， 例 如 ， 设 下 是 无 穷 维 赋 范 线性 空 
i}, MCX, LDS, (X, X*) GRRE, AT 
但 等 映射 X, oX, XX, PPECRERRARK. 
然而 ， 了 工 并 不 连续 。 

由 Mackey 定理 可 知 , 任何 局 部 凸 折 扑 线性 空间 (和 、z) 中 的 
TRARRE * 有 界 ) 与 弱 有 界 ( 即 按 拓扑 o(X, X*) 有 
界 ) 是 等 价 的 . 

15。 共 轿 空 间 中 弱 * 有 界 而 不 弱 有 界 的 集合 . 

设 开 为 一 赋 范 线性 空间 , 4 为 X* 的 子 集 ， 容 易 证 明 ， 若 4 是 
弱 有 界 集 ， 即 它 是 拓扑 线性 空间 (Xe*,a(XY*， 和 sx*)) 中 的 有 界 集 ， 
则 它 亦 必 是 弱 * 有 界 的 。 XÆ Banach 空间 ， 则 由 共鸣 定理 可 
知 。 绕 * 有 界 集 必 是 弱 有 界 集 ， 然 而 ， 当 并 不 完备 时 , 工 * 中 的 昼 * 
有 界 集 术 必 是 弱 有 界 的 ， 例 如 ， 在 线性 空间 E LELEK 

lz-suplé| (z={£,}€ E"), 
独到 "为 一 不 完备 的 赋 范 线性 空间 ， 邻 
fw) nbss N=1, 2, es 
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hl f ECET) fee ck", AF 
lim f,(#)=limn§,**0, 

赦 存 在 常数 (对 依 总 于 z) 使 

Tf @{<ie, R=1, 2, °° 
因此 ， 对 于 区 于 0 RTE Re A, (Ania SPT 0, Air 
A={f, Hess AE I. 

另 一 方面 ， 出 于 CE*)* 二 1， 因 而 由 地; Heal, fa ae. 

成 下 列 形式 ， 

了 一 0， OF wy 0, 2 EE, 


SRA, MA FSCO, 1, EU Sr ie. a 


F Agfad1, 
RAF ASIPR MAF O, A= OPERA. 

注 AXA Banach 空间 ， 则 Na CARER TT 
Fi), SARS ARIAS MSE SOB, 

16. APA pa FA ABS * FS) SS a. 

TLEH, AEREE XAG TR, M ASSET 
PRICE ARI, MER, MAA X* RT, 
A AAS PAPER Apa ea. fda, Ee X=LLo, Fj, 
X*= ECO, 1], WAS, CLO, 1) L°L0, LIAS, 

CLO, i] 在 £°L0, 1 eT, 因为 对 任 一 fe 
mero, 1], Alyse 定理 ， 存 在 {fJCeLo0，1] ,使 (fy 铀 度 收 
aT f, Ametit—-«e Lio, 1], A 


PDE S falar FD d= fla), 


Bit f Soe FF, 
ClO, LIBS PFI. aR, MEAS CLO, 11 
LDO, 1), EARTE. 


fll 


3 了 7， 基 个 赋 范 线性 空间 中 强 闭 而 不 弱 序 列 闭 的 子 集 . 

Fe SEW]. WEILER MESS Rp BD Sa EAA, ee, 
如 果 这 个 子 集 是 四 的， 那么 上 述 命题 之 逆 也 成 立 。 然 而 ， 一 般 说 
来 强 闵 子 集 不 必 是 弱 序 列 半 的。 例如， 在 Banach 2 ja T p i 
A={ea}, deep 

en 0, err, 0, 1, 0, e243, 

N enen] = V2 (nem), 故 4 是 已 中 的 强 闭 子 集 。 另 一 方面 ， 
{eH T 0, MogA, MARAT, 
18. 328853 (8) bh 55 FS MARS PS SM, 

ił X=L[0, 1], M X*=L7f0, 1], E CCo, 1] X* hw 
出 的 强 闭 子 集 ， 从 而 它 也 是 弱 序 列 亲 的， 然而 ，CL0, 1] 在 工 + 中 
RES EA RAA 18). 

注 VEX RPA. BR, XE, 
RUKA. ({ARGEETE, Hilbert AfA p 4¢— APF Seas AE SS BY. 

Mazur 证 明了 ， 著 吾 是 局 部 四 空间 开 中 的 西子 集 ， 则 至 为 强 
当当 及 仅 当 吾 为 能 闭 。 例 18 说 明了 Mazur 定 理 中 吾 为 占 的 条 件 
RIRH. 

WFAA X AMS hR, m # 
E Bt, MIRABA: BES, MERAS. Ae 
的 ， 则 由 Mazur 定理 可 知 , P RRRR ERIE E Ai. A 
16 说 明了 仍 不 能 保证 殖 是 弱 * 闲 的、 其 实 可 以 证 明 ,Batach 空间 
V SAREE: XX PHeTBneew wh. XK 
ia 23 A) BB * AEF AF Rs SS EU 8H 18 BT ee 
MRL, 
18。 疮 在 某 个 赋 污 线性 空间 的 子 集 ， 它 的 红包 和 包 与 弱 序 列 闭 包 并 

不 相同 , 

ahi Baa. ERRA XD BERF ow, HF 
Hantho(X, X*), aoa, (ARE X EBB oX, K 
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TEREA mt. Am AJRA RA ah von 
Neumann”: -P 1930 年 就 注意 到 了 一 个 集合 的 弱 闭 包 不 能 悄 及 
FRA SS eh RE MASE, E Hilbert 空间 ZL 一 x, x] pee 
中 了 一 个 集合 
A= Em Cb) tab) = el™ me}, 
iim, eo AEWA mn, AEM FERE HR 
A, BAPER ATAL Ab, $ AHRNE. 
FETAH FE BIA, . 
现在 我 们 再 给 出 一 个 属于 Shields 的 例子 如 下 ， 
ien 是 无穷 维 可 分 Hilbert 空间 玉 中 的 就 范 直 交 系 ， 即 当 
m=n FF, Kes, Em =l, WMH men Ef, lens, Car =0. FEA LE. 
wintho (a, H*), #4 
A={V He in=l, 2, +}, 
Aly elisan, RAPMEM FABRIS. AE, Az 
TFAAR. 
另 一 方面 ，0 属于 4 的 弱 闲 包 4*。 事 实 上 , 设 
{rilem, fl<e, i=1, 2, °, k} 
是 0 的 基本 弱 邻 域 ， 由 于 
Pen:Teoo， i=l, 2, «+, k, 
n=] 


tk D(L Kio el) <+, 


Bide, FEEER n MELK o el< TARN n, 
就 有 


<fis em < 一 一 一 一 i=], 2, tet, R, 


Fa 
Mitt |(V me, fol<e, t=1, 2, c++, R, AMRF n en} gar 
Wo ee PSE SERPS, ROE AY, pilkal4an, $ AAO ERA: 
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所 与 弱 闭 包 并 不 相同 . 

注 PA TSF PSR Eg 
20. 夺 在 某 个 共 罗 空 间 中 的 子 集 ， 它 的 弱 * 闭 包 与 弱 * 序 列 闭 包 并 

paN. 

i Xs rOgpa tee), {fat CRMERA 

fa= nTen, 

其 中 e,=(O, tee 0, 1, 0, +--+), 

HE ORF A=(f. sei A Beek, iE 

{a= (6, Ea, +++ ISSA} 

ENA, €>0. WPA 6, MATL IRM o, 
He 


Pvt, TEER. HAL EPen FBI, BUR FER 
n $A 
(SIP Satam, 


my 33 (Sie I) = +ce， 此 为 矛盾 )。 对 于 这 样 的 ma， 就 有 


[fa nF E P Le, i=l, 2, e+, k, 

AH, Mf.) SEAE AR EETRIS. Hoe A", 

B-FAM, OP BY ASR. Beeb, 如 果 存 在 
Cf HOP AS}, HCFA EEF 0, MERE ER, {fn HE 
当 是 一 致 有 界 的 ， 然而 由 {f]} 的 定 久 可 知 ， 这 是 不 可 能 的 . 

注 容易 证 明 ， 拓 和 殷 线 性 空间 中 的 闭 集 一 定 是 序列 闭 的 ， 例 
19 与 例 20 都 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 ， 
21. SHERPA ap gt HER M RB ERYAHTH, 
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下 面 的 侈 子 属 于 Kripke, 

Br WORTH X=) BEE EAE 
SR x Atk, Eea) 至 多 为 一 可 数 集 、 把 
此 可 数 集 记 为 (sw)={as}, 并 称 EAs ER. S 

lal =supla(y)|= sup ls)l, 
MI- [bX ER, POA ARM p KH 
Banach 空间 . 

设 了 是 上 的 连续 线性 泛 函 , 即 1EX*， 称 厂 的 子 集 TT 是 一 
个 关于 下 的 支撑 集 , 是 指 当 召 (x) 与 了 不 相交 时 f (2) =0, 

SIE. MPS SS X* ,存在 了 TAERE T, 

Sob Af AR MEEL CX, Ela.) =1,2=1,2,°°5 
E. 

limf (sa)=11]. 
T= U Bera), WT AAR, Ey) BERRA YE 


SLM- n H lyt e= Realy) 0, RR nD KE 
得 Fao >i F). 但 
Fiy) t f(r) = Ty + Ea) 
fy +t ek 
=IfI, 
wast a, AE FO =o, Mio Te fp eR, 

KRTROCD- PURSE XRT HERR, MRC 
BT SOURE Ff MARIE, BA Xos Ke =X oy RBS T 
AB TE f (Xy, BA, APSO f ES 
MERE, Ni) 


FX D=foud=fr), 
FA eV AT AE — He A XA ER o 如 下 ， 
gl fo=fl%s), 
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其 中 了 E 瑟 + MTEL PERE, DA. PEATE. 
(i) p 是 弱 * 序 列 过 续 的 . 
Let fe XP, EHMUMES EX ill] 


T= EDULE GÐ 
是 有 与 f 的 可 数 支 撑 集 ， 因 此 ， 


mF) = fA) iim fxr) 
—lime( fa). 

Mo RB PAR, i 

Gi) p RE ESR. 

我 们 只 要 证 阴 如 = er) 一 地 和 代 笠 * 反 有 一 二 不 是 弱 * 闭 的 。 
为 此 ,只 要 证 明基 上 的 零 兴旺 2 Æ CHES ER AA Weg, Rz 
在 工 * 中 的 一 个 邻 域 0 , 它 包含 一 个 形 如 

V (Ertas 980) SF ERTS JEL, f= 1,2,0++5 0} 
的 2 的 一 个 基本 弱 * 邻 域 ， XE, rattet, EX cH. 
性 于 一 点 vel CHR E(D U UEC ZIP, Eyfa 

sd Wl feX*, R FEVE t CO, RANAY E EC) 

Ue UEO ob, sotet 2E YARE 0, BOW, 
er hP=f Lp J=1 FEC, AL ce Tse BRS, 
Wi 2 gb C iy — Pao A. zt Bem, w2eEC, MCA 
BA. 

注 设 互 与 了 都 为 拓扑 线性 空间 ，f BRAY WR. BS 
是 连续 的 ， 别 它 亦 必 是 序列 连续 的 。. 上 述 反 例 说 明了 这 个 命题 之 
洲 并 不 上 成立， 又 ,车 碟 为 满足 第 一 可 数 公 理 的 拓 扯 空间 ,了 OE 
拓扑 空间 , f EXA Y 内 的 映射 , 则 了 为 连续 的 充 要 条 件 是 了 为 序 
到 连续 和 的， 上 述 反 例 还 说 明了 在 这 个 命题 中 处 满足 第 一 可 数 公理 
的 条 竹 不 可 去 掩 ， 
22, BPRHSEHFSR. CHER RASHAASHT 
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相向 ， 

设 互 为 非 自 反 的 Banach 空 间 , 了 为 下 到 下 村 内 的 典 则 映射 , 则 
SCX DFE AO HOE Beth PAA SA. JOSJ. 
一 方面 ,由 Goldstine 定理 可 知 , J (X) fe XA rh gg Byes, WT CX) 
的 弱 *+ 闲 包 F(X)" X**, Be TODA TX), 

注 RMA KCK) RA TCX) Xr Pa a, 
Mewilliams' "GRH, E (J (X EX ** h ERAM, KKA 
A A*th eE ALY. 

23. L°(R') PAP RENTS F, 使 对 任何 了 0a 
D, FOB, GB, Pha ae, 此 地 B, 是 半径 为 > 的 闭 球 . 
Goldstine #4 EHA T , 48 X Banach 23/5], J: X> X*+ deg 

映射 , 则 对 XA 中 的 强 闲 单位 球 B, JOOB EB eA ey 

EH. 

由 于 互 * 的 子 空间 J (X) EX BS ey, Aig I(x) 在 
X** fh Ae ss RER. BRR SCX) 在 B 中 型 * 笛 密 是 子 
空间 J(X) 在 广 ** 中 避 * 稠 密 的 必然 后 果 ， 然 而 ,Dixmier'""1 指 出 ， 
Aw 中 的 弱 * 稠 密 子 空间 不 必 满 足 Goldstine 定理 前 断 语 。 事实 - 
上 ,Dixmier 得 到 了 一 个 很 强 的 结果 , 他 构造 了 一 个 Banach 空间 
XRX OR AETAT, AAEM E rr), FNB 
在 半径 为 > 的 闭 球 BB, RHR AE. 

Dixmier 的 反例 比较 复杂 , EPR — Ain Robert] 只 用 了 
Fourier 分 析 中 的 两 个 基本 结 辕 -一 -Kronecker 定理 及 LCR) 上 
Fourier 变 柳 的 慎 域 不 闲 的 事实 ,和 冤 语 了 一 个 反例 如 下 ， 设 五 是 RR! 
Wee, 使 五 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 。 Sree he 
召 } 的 一 切 有 限 埃 性 组 合生 成 的 工 *( 了 0) 的 强 闭 子 空间 .可 以 证 明 ， 
FER ASRS LCR) AGES AETA HERA Ay 
看 作者 原文 . 

24. 一 个 不 可 分 交 Banach 空间 ,其 共 辆 空间 瘟 * 可 分 。 
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XATA AÈ Banach 23a] X AA Sy, ABA Tease ee fe X* 
也 一 定 不 可 分 ， 然 而 , 存在 不 可 分 的 Banach 空间 , JEJE A 
器 * 可 分 的 。 例 如 ,Banach 空 间 革 二 "是 不 可 分 的 ， 兹 证 tE" 
Wi. BEL Melee XS 

file) =£&,,m==1,2,-+°, 

WU fe X Lia RE ACA, FER THEE 
X20, AIEEE n tE E0, Min ete fe C AM Sa, 
换 和 旬 活 说 , 欧 对 每 一 有 J 了,(tx)--0, 则 z=$。 由 此 可 知 , 4 张 成 的 
弱 * 闭 线性 空间 就 是 AF. ee X Ea. 

注 WAHRER, EXERSA BRACA., Mi deaa 
X* 必定 是 弱 * 可 分 的 。、 上述 区 秽 说 明了 这 个 命题 之 道 并 不 尸 立 ， 
25。， 能 * 可 分 而 不 弱 可 分 的 共生 空间 . 

可 以 证 有 明 , 设 六 为 Banach A MX HEA oS AMS X spay 
分 ， 由 于 王强 可 分 等 价 于 成 强 序列 可 分 ,因而 对 Banach 43 inj Xi 
言 ， 居 踢 可 分 . 强 序列 可 分 .能 可 分 租 序列 可 分 这 四 个 峙 念 作 此 
WE SOT. WAHEED. AF x HOSE Mea] AY BG Hy >, MRA ge 
aa. (ERP re SIE ee, Ala, Banach i” 
i th AS EGO 5 OWA 24), TA CE 强 可 分 等 价 
FES Al ay i C2" FE ANSE AT SP RAR A DT R, 
28. 59* 8) 4 hi R53 SU OY 4} A Ae ee Ie), 

EXER, XH EAE SSB. AP ON ee Se ll 
可 分 的 ,着 卡 亦 必 是 弱 * 可 分 的 ， 应 当 注 帝 ， 这 个 命题 之 逆 章 不 成 
ae, filer, eX =I", My) XM = Cle PRE HES BAR 24). 

BRIE CI” PAR ALES ETAT OAD, SESE BN Ee BG TE PAT 
DE SSPE RT RR CUM) *, HB FEC) EAT RT 
FNS IS SSRI. A GORA Bi a rae S sie oe Ee 
Sei) fy BoA 34). BCE a oy, An ART arty SR 
'371,p.134), RAER BERD A Fe ANT a, 
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注 RF Banach Sh pA Mal Ste KR, RNA 


BTA 
Hrs 4 $ 
SS 


KHANNA HOE ZAR, BMA 


强 可 分 
> Sy 


x x 
HB] oP BENTE < 一 > 弱 序列 可 分 => 弱 可 分 


meme’ 
27， 一 个 绊 * 可 分 的 共 斩 空间， 其 中 让 在 不 弱 * 可 分 的 闭 子 空间 . 

容易 证 明 , 可 分 庶 量 空间 的 子 空 闻 亦 必 可 分 ， 对 于 Banach 空 
洞 ， 国 强 可 分 . 强 序列 可 分 . 弱 可 分 与 弱 序 列 可 分 这 四 个 概念 彼此 
者 是 等 价 的 , 故 知 若 Banach 空间 下 强 可 分 ( 强 序列 可 分 , 融 可 分 ， 
弱 序 齐 可 分 ), 则 上 巷子 空间 亦 必 强 可 分 CYA a A a ET 
Aa). HA, OAM SMA SAYA, Lohman 
FIStiles A Sd F , 

i Xi Banach 23/8] Apt Pee el HEX ERE Eh HX 
十 弱 * 可 分 的 《参看 二 24), PEL 27 OTA 3.4 X BE— PRA 
sy Hilbert ZRA HKEY, RY 268 Beh. MALH At 1.2 
AY BX TH ASS. DFY AREY Aad, AY E 
不 弱 * 可 分 . 

28. XPATH ERMAR STRSTR. 
Ry X =i>, #8 Banach-Alaoglu Æ M, X* th Ay ae ARR 
Us =U XHY = {fE XH] ISO - 


SUPP BT 


弱 序 列 可 分 


HE CAAA UEFE. EKRE, & 
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Falai w=f{e, jel, 
WY O° EAS PEPE LL el Lte fC, HUE PE 
KATAN GS AE FAN, Bw lan PF, 

w= (EE Ege tt) 
HHP §,.=1,2,,=2, Én Sl, &.=2.'°°, RRR ÉS, BR, 
CFn DERA HF ARE SHOE, 

$ NTRS ATS 4,4 ER EARS 
可 数 紧 的 这 三 者 的 关系 如 下 ， 紧 注 可 数 紧 ;序列 紧 忆 可 数 紧 . 

当 总 可 度量 化 时 ,三 考 是 等 价 的 ， 故 对 于 赋 范 RE el 
数 拓 盾 ,三 者 是 等 价 的 , 即 ARR, MAMA RI, 
YAY CET RB, 

但 是 ,对 无 穷 纵 赋 范 线性 空间 X, PH, XE i g th 
o(X,X*)R 和 上 的 器 * 拓 扑 o( X*, XB A REE Oy. ART, 
甘于 o( X,X*), Eberlein-Smulian 定理 指出 ， 这 三 者 蚌 等 价 的 ， 
ACK ERRED YAR CEBAARW RARE 
ARR A, FIRS AX * LASS Heth oC X*, X), Xha 
列 紧 的 子 集 必 是 弱 * 紧 的 ， 上 述 反 钢 说 明了 这 个 命题 之 赣 不 真 . 

又 ,车 互 为 一 可 分 的 赋 范 线性 空间 ME XAA Gir Oy ER 
序列 暴 的 ， 上 述 反 例 也 说 明了 在 这 个 命题 中 ， 到 为 可 分 的 条 件 不 
WAR, 

23, EPRRSADME EUR, CHR HAP 

集 . 

由 共鸣 定理 AXE Banach 空间 ,4 是 X WER, 使 对 任 一 
re X , FB Ay 


supl f(a) [< +00, 
il) A Zeya th PAR. 应 当 注 章 , Reo x PtH, BA 
X* Pay se" Fe RR ba wet Pi AAR. 例如 , 对 
w= {8,6 Bt 
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上 全 21 


UX 为 一 未 完备 的 由 范 线性 空间 ， 在 互 上 定义 线性 花 函 如 下 ， 
了 
MIF l= 元 放 EX* 设 {ts} 是 下 数列 ， 使 得 limi, = +00, & 
A=, fistefasse CE, 
划 对 任 一 J 全 至 ,都 有 
tafal E) =t,6,>0(n>00}), 
HHS Sook FO Ke AER OFA RA. BEA | afal = in de 
AEX HELA H, 

注 ER Ais PARE AE, 4 AS. 
ARR BBL TE a A 为 凸 集 的 条 件 不 可 去 掉 . 

30， 某 个 由 范 线性 空间 中 的 弱 序 列 紧 而 不 强 序列 紧 的 集合 ，. 

PEN =P tL La,bl<pct+eco), ANZA R A$ Banach 
28 ji). #erh Kakotani ERX AAS A Sele SR ALS PR. ATH, 
XX AV Fe. SEPA BR GD PR EAR PE SR, 

SE AMEE SAM TRS NRE ER EE 
BREI, Be EIR Be CAB IH BA T Eyi RE 8 I A DE RS ot ES. 
31. RPS DS S5* SU EMT ARNEE. 

设 针 为 序列 空间 ec, FLX ef aye X* =e 内 的 匠人 位 用 球 蚌 四 
序列 紧 的 . 

Be EX FARSE D EROS Ae Ge PU RP ROP OB PR J Se Tea] l 
FB ok SIA SRY Ok Be AS Bee Sete a Te TD. WIR PR LATER 
ee FAS ef Abs SR ES I EG. 

注 容易 证 明 , <*= 2 AP SR 弱 * BA, 一 方 
WW, Ay Ebericin-Smutian 定理 可 和 所， 一 个 集 为 能 序列 紧 当 且 低 妆 
CES. 因此, 上述 反例 也 说 明了 共 壬 空间 中 的 盟 * 紧 集 不 必 
是 弱 紧 的 ， 
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32， 赋 范 线性 空间 中 能 序列 完备 而 不 能 序列 紧 的 集合 . 

赋 范 线 竹 空间 瑟 的 子 集 吾 称 为 完备 的 :是 指 对 任 一 Cauchy a 
Ar TE ir bkat E, ERAST Ai E 
PIHE Cauchy AAs EE- fe x*. APA ER) 
= fifa 0 imino) fae BAT Bf e E E. ER 
B AJEA X p TROR TA SEAS, 

容易 证 明 BEA, WE RE ES A EEE ILEN 
WE LSS PISS AS, A XA PRE ALES PPR, WN Bas 
ER TIZA. 应当 注 意 aS a, KE, R 
们 给 出 一 个 器 序列 完备 而 不 弱 序 询 紧 的 集合 的 重子 ， 

考虑 Banach 空间 i 的 单位 半球 总， 并 任 取 器 Cauchy 点 列 
{ro}CCB, 因 1 中 点 列 的 强 、 弱 收 仇 性 是 等 价 的 , 帮 {#,} 邢 为 了 中 
iia iy Cauchy AF, Fak. a SES PERN A © AIR 限 存 在 ， 
HiZRRGAT BB. EERI BEB AZE, SAD, % 
E B ARDEA eap JEP e= (0st 0,1,0,0. SE FA 
fem}: 

l; n= nem MS l, Z, egn =l, eyes, 
fa= l ， HE, 
MHF flen) S1,R=2 m; flen) 50, k 2 m-l, EHE, = ko 
时 ,{f Cen. FICHE EE DAI IRA Eic HEU Ok, BN BAR E 
序列 紧 的 ， 
32. FEES THAG TEE H. 

ER SA AE SRA. E, RA PA Bt Pe 

Ol ARR SPR. Aerie. 
EPJ, 1 

Ma= {EC Ee, & wll =P | 有 zs 一 (0 go 0, 
+++), Mr) 5 0 所 成 之 集 4 是 紧 的 ,从 而 也 是 弱 紧 的 . 

易 见 , 4 是 无 穷 维 的 , 即 包含 4 的 任何 线性 子 空间 都 是 无 穷 维 . 
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$5. BiEADSAMBKPEE AN. RKB, Pak 
Sea, HWA KE ARAB, Miele, ae 
实 上 ， WEEKES DB Aah ee EER Flint kh) 使 得 
=—{ws ER, Ew 0} 
JEZ. RRUA tee G EK PRS, KAKES 二 纳 的 ， 


Be a GAS MATS. lb. KARA. 


No RPP EK. HS MOTE DY 
的 . 

对 z={8x}EB", 令 1s| = suplénl, fala) = En MI fa E 
(E°)*, H2"7,(n=1,2,-+) 50 RUB AE BRM, 但 4 
FA A TA A OBB ONS Rp GE 
KER RD PARREZ, ARSE eR GRRE 
FM. 

注 我 们 有 Mezur gM, WX Banach FAA 是 X 中 的 

强 竖 集 , 则 .4 的 强 闭 晤 也 也 是 强 紧 和 的， 又 有 Krein-Milman 定理 : 
若 X 是 Banach 空间 , AX Hy SGA, N AURA A 
的 。 上 还 反倒 表明, 对 于 一 般 的 局 部 凸 空间 ,这 些 命题 均 不 成 立 . 
34. SESE EN Banach 空间 X tè 中 点 列 的 弱 收 化 与 弱 * 

Be I Be 

， 设 X 是 可 分 的 Banach 空间 。 可 以 证 明 ， ETE AN IC 

， 由 { 了 小 的 罚 * 收 伍 性 推出 它 也 是 弱 收 私 的 , WU X abs JE YR 


W 

RAER Ei AX TAR ERA ABE. 1953, 
-Grothendieck EnH BRA ajay Banach 空间 (六 中 点 Al 的 gri 
Oh He 45 55 Me Ok PEE FA R.R, Banach 空间 EFF B. 

注 设 了 是 Banach 4a], Æ X* ue S Ge 


TELE 


A 


fe GB 空 闻 ， 例 如 ,co 是 GB 空间 的 一 个 闭 子 空 间 ， 由 于 (50)* 
od, Thy 2 p Fl A Be Pi he Ep Be ee Sb FE A Be, Hee AS EGBE IAL, 

KF GB 空间 RIER TAA. 

We’ IERRA G3 空间 必定 有 线性 同上 年 于 "或 让 的 子 空 
rene» 

问题 2 Schur SAAIE Sz AL GB 空间 吗 ? 

问题 3 FF Banach TN ARN LCN) GB% Megy 

问题 4 POR 空间 是 否 都 有 一 个 可 分 的 商 空间 ? 

35。 某 个 Banach 空间 X, 使 X*ch PASM HSS ee ae eels oe 

致 ， 但 Yp pA ASSAR. 

i X Æ Banach #6 E,W Xr AU Sy Ue Se Bk 
~ 2865. 

AF EX SSS PAR Sage, (A Xa 
的 单 搞 半球 U*=(feX*: [了 i SIER RMP od 紧 的 ， 
BUE. LAJE g E AB 8 FA, 

3. AARRE EAH ABM OS, 

Pern Bt Jeg Sa, a TAREA RM AB] A a a 
的 ， 对 于 无 穷 维 赋 范 线性 空间 ,有 界 闭 集 不 必 是 紧 的 。 车 实 ,在 任 
何 … 个 鞠 旁 锻 赋 范 线性 空间 中 总 看 在 非 紧 指 有 界 团 集 . 但 应 法 凑 ， 
HATERA DAA ,其 中 前 每 个 有 措 闸 集 都 是 紧 的 ， 例 
如 : 谈 邢 * 是 赋 范 线性 空间 X 的 并 区 空间 ,在 X* SB art th 
oCX*, X) , 则 xs* 中 每 个 弱 * 有 界 旦 是 民 # 可 的 子 集 必 和 是 弱 * 紧 的 
(26/161,p.40), 

注 wR TRE SAHARA RR. Me 


Lent Aa 


BB atl CX * 0 CX*, Xk — 4 Motel 空间 . 
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第 五 章 “Banach 空 间 中 的 基 


55 
EAER PSD ee EES ARER 线 性 空 闻 的 基 的 例 
AEEA TEA We Sc PENS Bi, By aR AE 
eZ BE RR 
Te X FEMA ERE Ss). oa, X= 1,2,+°°, 若 


| Dat, a | O(n oo), 


MERAN D2 ee Te, 


k=1 


Wa TE R TE S APE A Be X BR AAG He AP ehy. E R r 


E—1 


的 项 在 生意 相互 交换 次 序 后 仍旧 是 收 合 的， 也 EE EA 
排列 的 级 数 Z en HEC, 


级 数 x 2, BR AEST SAY EH Be ER BY x aa | bie ie 


Raid Banach 2 of 2 Mey 2 2 无 RAEN Bt 
SRA HG Sh TBC OM ,但 反 过 来 是 不 正确 的 . 
EEX Dy Fh FPR EE MD, Rw OX BR X AE, AE RE 
一 世人 ,存在 唯一 的 数列 ‘a,}, 使 


出 一 Y Anfas (1) 
=i 


WEDE X HT RR PU, 
SEW), BEEK: 具有 基 的 Banach 空间 是 可 分 
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的 ， 
Wet en) ALT TP eR ME Set A] X BOAR, 则 由 等 式 


fala) =O, («= Tate X) 


RIE FAKE e) GEIR RRB, E 
热 , 当 i==j 时 ,fC50)=1; MiG. fe =0, FRB 
{5 是 拓 提 线性 空间 天 的 基 , 且 {fs} 是 相应 于 基 {x) AS RE 
列 , 则 对 每 一 we X, AME Be 


T= Y fal ETa. 


#7 i MA Siz ey (2=1,2,-…) 在 拓扑 线 性 空 间 蕊 上 都 是 连续 : 

AY SR Lo} AX fy Schauder # fi in, + 
@a--(0,0,+°°50,1,0,°*"), 

Mier Benach #3 (ali (1<c p< + oA c fSchauder 基 , 这 和 神 基 . 

MR Ay CP ae, HBT ESE , 亦 称 为 单位 癌 景 基 , 

EX eR SH, Ae, } CX fat CX*, Eic JP, 
fps hA ij fled =0, Re Sf RAMA 
ARRAZA. 

VEX AIEEE SI fo CX, aR acA, E 
fh o(X, XBL TRE- . 


A 
立 一 y yt, 
asl 


GI. MURR Cee XK MBBS. eRe RA a, =f (cE 
ERED BEER Co} NX 的 BY Schaucer 46, fyb, HE MES Te] X* 
rh if a fe ge FEF *Schander DRS. | 
Mispantx,}5¢.X , Mia, PRA X WP EE, 
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Veto, EM ES A X WG my} (= 152, --- ) 为 递增 的 
下 整数 列 , mo = 0, Lan} H—- RBA, & 


Tis 


En 一 > Obs ly, 1,2,°°°, 


称 {zs} 为 {zey 的 块 基 序 列 ， 
赋 范 线性 空间 区 的 基 {2z,} 称 为 单调 的 ,如 果 对 任意 有 限 个 实 
数 1s Gaim, PAR SH 


a ntm 
J a:t: = Do ae, . 
i=l i=1 


对 EMONSA SAGE 对 六 (oz RRP, W ta} 
i=l 1= 


的 自然 射影 ， 可 以 证 明 ， 基 Tt 为 单 调 基 的 充 要 条 件 是 对 每 个 
tN ,|P,C oe)! E oe BOR, 

Ee, PEMA ER PES MX AE Ai supi PIC + ceo， 通常 称 
ani P| Ales WER, 容易 看 到 ,一 个 正巧 NCE 
件 是 它 的 基 常 数 等 于 1 . 


赋 范 线性 空间 五 的 基 {xs} 称 为 无 委 件 藻 , 各 果 对 每 一 <EE， 
BAD fee RPO, RA RN TRA, 


TT AREA aE Fel 


站 还 陈述 一 些 定理 如 下 ， 
定理 1 kia, EMEA ES il 2 


中 具有 基 常 数 为 C 的 光 条 
PAE TED, MIRE BERS cy ONY BT BR R 


=l 


PAn :都 有 


| a 
| YO Ananta | <= 2 Csupj 24] | Santa | . 
| aT i a ET i 
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定理 2 ” 设 上 是 具有 无 条 件 基 的 Banach 空间 XX 的 亲子 空间 ， 
则 了 为 弱 序 列 完备 的 充 要 条 件 是 :不 含有 线性 同 METEN oo 的 
子 空间 . 
设 X,Y 都 是 典范 线性 空间 ,fxzs} ,fy 分 别 是 工 , 了 中 的 基 。 
Re RPE wet 全: 及 > 了 ,使 对 每 一 %, 均 A Te, =y ME 
Beate) Fy HES OM. 


ALE e 5 yn) SMB, Siar 收敛 当 且 


权 当 bh ay ML Be, 


i=] 


MEREANA )MOMBessel 基 , 是 指 one, KA 


a=1 


AMD jan) He Sk , Bi 
2 [fale [3< +00, 


其 中 {fj 是 (rn) ARER A {7} 称 为 Hilbert 基 ， EHE 


E jos <+ co 推出 SS ante BE, BURR Cod, E 


a=] 


Sjaj? < +o, MEEA EXA SalI) = an. 


BEREZ B X H Rr RAR 完全 的 ,如 果 对 每 个 数列 ， 


ao 从 sup | È ae | <+ oei E ana HO. 


Wik ARTES AX AY Eo RAR aR EEE PX, 
下 


PC f) = sup {f(a#):a€span {£ar Eart} sfci}-0 


(neo), 


定理 3 ix, E Banach EAX AA, 则 坐 be AF 


LFA 及 * 的 有 界 完全 基 . 


定理 4 PX BAA T, MH Banach 空间 , 则 XB 反 的 充 


MRE ECR, RAAF SAM. 


定理 5 UN ELAR EI Banach Z j, MX 月 Defy 


FOE RP de X FH SY, 


Fi KR a MH A Se AI, 我 们 将 在 相应 的 反 
Bl pease, BAKER 多 的 材 AAR EB ee 


明 , 均 可 参看 [2901， 
1。Banach 空 间 中 收敛 而 不 绝对 收效 的 级 数 ， 


在 Banach 空间 ce 中 考虑 级 数 SOE Fe oj 一 (0 


Os). Bean (1 到 小 则 =Eeo 且 ， 


le | SS | =|(0,-++.0 1 1 


| k-1 


= ar’ (n> 00), 


HBL “We ae Fa, SATE FRA A ick ,因为 


2, BRIS ee mtu sRTR Tc OkOO AN. 
在 线性 空间 "上 定义 范 数 
jz] =suplénl, 
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(n+ et)” 


20,1; 


Fipr{h CH" RRR Set 由 于 ilesl =1, Kl 而 级 


k=1 


BORAH. B-D RRA, 


E Bra Re. 

注 FAE R E R ES ESE eH, 8h We kB 
必定 是 收 黎 的 。 上述 反例 说 明了 在 这 个 命题 中 ， 空 间 为 完备 的 条 
件 丰 能 去 掉 ， 其 实 还 可 进一步 证 明 ， 考 贼 范 线性 空间 中 短 个 绝对 
收 敏 的 级 数 都 是 收 钱 的, 则 这 个 空间 一 定 是 完备 的 ， 

2. Banach’ E Puy Sk iy SEF HK PU aS 


BES otaka BRR RUG Riemann 重 排 定理 , 它 


BTCA RHE TAS Hy Fe ee we ED Sa, ABI MRTG 条 Ph oe HAR 
x=1 


数 ， 
4. Eb Banach 空 间 中 器 无 条 件 收 合 而 非 无 条 件 收 化 的 级 数 . 


赋 范 线性 空间 X 中 的 级 数 e RMB ARH OEE. LE aE 
nol 


任 一 foX*, RA 


HIRES 


REA, TRIERA A eE BCR, ART 
ier ETE A ae. PA PEDO, IER ERARA: 


» Idi 


0, OLIE FSII, 
= 
+l Tt 
ali) =], t= 2 5 2 一， 
Rt 
i n’ = gas 


YE) TIE BA Se Be DO wa. CLO, 11 ARR IE EA 


条 件 收敛 ， 
注 其 实 ， 还 存在 弱 匹 葵 件 收 钙 而 非 收 襄 的 级 数 ， 例 如 ， 令 
e,-=(0,+**,0,1,0,°°:) US f={é,.3 61,94 


Elfel = Liho, 


KAMY eE Banach 空间 cs 中 是 弱 无 条 件 收效 的 ,但 它 在 cs 中 


a=l 


FEAR, | 
5. 某 个 Banach afa) fr Fede File Me TG SELB He a OE BA. 


可 以 证 明 , 为 使 Banach 空间 中 的 级 数 Sle, 是 无 条 ka 


A. AA ETM BD meh m= 或 LAIR. HES 


ABEB, Banach 空间 中 绝对 收 繁 的 盘 数 必定 基 无 条 件 收 就 的 . 
然而 逆 命 题 并 不 成 六 ,Thorp 有 例如 下 ， 
在 Banacha ACELOR RRAS TY 


« ]j42 = 


i 
| < 
eed, yo, 
7 Zn 
1 1 1 1 
线性 < E < 
线性 ， (2a+1) ESS m zn (2 n—1)" 


BI PRR O r CEERI, 1 bA- erh, A RE 


nol 


eee ebo, FAE no PISTA 


Ts) <e, 


PREA sup px Fut C2) 


D&r] 


lik. eke O e Ecco IPERS, BH, 因为 


Eled- Lge +e 


注 SRE ETRE Ee KE 
We he AG ie Sa THR AT, PEKARA > 9 EW ER PE SE 
EmA. Bey 7c RE RCE A A Ap ey Orlicz MASTER du T 
问题 BX AB TEM BG Bs A EET EY 
维 Banach 23 ith GEEA tA Sr Hy Be Ee ,使 它 并 不 OS 
Dvoretzky 与 Rogers "ife w HADAA LAS fae A. 然而 ,也 
确实 看 在 无 穷 统 Fréchet 7 fal JEP AR Be SC AP 收藏 A A Re 
Sz Sir Se A | BS), 


«fda. 


6， 赋 范 线性 空间 中 Hamel #5 Schauder KERR. 

第 一 例 一 个 Hamel Æ, Hp E Schauder 基 . 

任 取 一 个 具有 Schauder dt fy Je HS HE Banach 空间 . 由 于 
Schauder 基 是 一 个 可 数 点 列 ， 而 无 穷 维 Banach 空 间 中 的 Hamel 基 
是 不 可 数 的 ,因此 ,这 个 空间 中 的 任何 一 个 Hamel 基 都 不 可 能 是 
Schauder $, 

第 二 例 一 个 Schauder 基 , 它 不 是 Hamel 4, 

我 们 考察 Banach 空间 co 中 的 点 列 iea}; 其 中 

ex 一 (0 0 0) 
JEER e= iat eo, Wl 


[a — >, arel =sup|a,|> 0 (>00), 
i=l >n 


mw rt = > ,axex. 不 难看 出 ,这 个 表示 式 是 唯一 的 ， AL co 完备 ， 从 


而 坐标 证 国 a; 都 是 连续 的 ， 因 此 ，{ewj 是 co 的 Schauder $, 5 
一 方面 ,{e 小 所 张 成 的 线性 空间 是 8", 它 是 co 的 真子 空间 , ieie) 
不 是 空间 ou 的 Hamel $, 

7, RE Hamel ÆR Æ Schauder RACHA 列 . 

$s 5 VE A Ss BRE SATS, Schauder 基 与 Ha- 
mel MGA. UFR 线性 空间 而 言 ,这 两 个 
概念 是 不 同 的 ， 然 而 ,也 在 三 既是 Hamel 基 又 是 Schauder 基 的 
无 穷 点 列 ， 例 如 ,在 线性 空间 EF" 上 取 范 数 

lzi =sup]é, l, 
Boh r={f E E" N BOW E AL, OL, HO 
{e, BE "的 Hamel 基 ,又 是 A R Schauder $, 

注 因为 任何 一 -个 无 穷 维 Banach 空间 中 都 不 存在 可 数 的 
Hamel 基 ,而 线性 空间 吾 " 中 的 Hamel 基 是 可 数 的 ,所 以 至 "上 不 
存在 完备 范 数 ， 

«i446 


8. 一 个 有 基 的 Banach 空间 ,其 共 忽 空间 没有 其. 
Ales E Banach 空间 上 的 基 ,共计 
es 一 (0, D, 1,0; te, 
事实 上 ,对 =—{E CLF 


Ja— 37 Ee = 5 lë |>0ln= x) 3 
i=1 int 


a zo ot 


te me D 6a ME > E= sone. WA 


i=} i=l i=l 


lim > linl =, 
i=] 


因此 ,和 一 ,i 一 1,2，…， 即 对 任 一 4 RERI D iede 


一 的 ;所 以 {eij} 是 7 的 茜 ， 然 而 ,由 于 说 二 个 不 可 分 ;因而 属 没 有 
H. 

$ Johnson 与 Rosenthaltls 证 明了 ,着 X* HAE EX 
存在 基 . 上 述 反 例 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 

8， 没有 基 的 可 分 Banach 空间 , 

容易 证 明 , 如 时 Banach 空间 至 有 基 , 那 乏 了 必定 可 分 ,但 所 
RAAB More 即 有 所 谢 基 问题 ， 每 个 可 分 Banach 空间 是否 
一 定 有 基 ? 

É Banach 于 1932 年 提出 基 问 题 以 后 ， 很 多 人 为 解决 这 一 阿 
BET 2A. WTE LATS Banach 空间 都 找到 了 共 ， 因而 人 
们 曾 认 为 基 问 题 的 回答 是 肯定 的 ,但 为 比 而 作 的 努力 都 尖 政 了 ;加 
之 ,有 的 可 分 Banach 空间 还 米 找 到 基 ,于 是 人 人 逐渐 刁 向 于 基 问 
题 的 回答 是 否定 的 . 

1973 年 ,瑞典 数学 家 Enflote*l 构 造 了 一 个 自 反 可 分 ie Fide 
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的 Banach 空间 ,从 而 基 问 题 的 站 答 是 否定 的 ， 读者 如 有 兴趣 ;可 
参看 作者 原文 。 

注 Singer t EHT FRE, e XÆ Banach m, ii} X* 
Alte *Schauder FEM IR EAE X fH, Hilde 这 一 定理 ,立即 得 
49 Enflo HEH A leo 4) Me Ade Banach 4s ia] , etki 23 eh ie 
47 85* Schauder 4, 

10. 277 EAE Banach 空间 ， 
RAMS Aw oS RAB OKA. 
Banach 空间 下 称 为 有 运 近 性 质 (AP), 如 RU X METALS 


en 


SOF kaa, SpA ie a COCK, CF CE*, yrEX), Rp 
iad 


Tek eH 
|Pu--al<e, 

是 否 每 个 可 分 Banach SiR AAP? 这 就 是 所 谓 迁 还 问题 

可 以 证 明 , 菩 Banach S (Al XAA. WX WA APL Eit 37i 
(a) St YG PL Se fe A. MUSE A A Es AI 
72, WPL he EN. 

Enflotse: 找 到 了 一 .个 可 分 自 反 Banach 空间 不 具有 AP MI 
也 得 到 了 一 个 可 分 Banach 空间 未 必 有 基 的 例子 

GEA Banach SH, CAE ERMA AR E i 


EA 
ao 


Banach 空 间 X 称 为 有 4 UL PEM (A AP), HETET oR 
KON Mig e0, EEA BRATS TX SX, IPL A, 
HEH te cK, BH 


|Pa—al <e, 
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Banach 23/8) X RAAB (BAP) REA. EH 
AAP, Banach $ jal X $s 7 BRIE CMAP), an REA 
1 AP, 

显然 , MAPS BAPSSAP. 

WY LAGE SH XAAR Banach 37 je]. WX 7 BAP, 

BA, AP Aa iq BAP. Figiel 和 Johnson AE Enflo 
的 反例 ,构造 了 一 个 可 分 Banach 空间 , 它 有 AP mii 有 BAP, iz 
者 如 有 兴趣 ， 可 参看 作者 原文. 
12. HR Banach SO), CHAP EPLHEAN AS EEA 

性 质 . 

Figiel #7 Jobhnsoa £735 T— 4+ Bl 分 Banach Bil, GA 
BAP 而 设 有 MAP, 

下 到 问题 尚未 和 解决: 、 

FR | 是 否 存 在 Banach 空间 有 MAP 而 没有 基 ? 

问题 2 著 王 有 BAP, 荐 否 存 在 一 个 等 价 范 数目 o EX, 
il - DA MAP? . 

问题 3 堵 开 是 可 分 的 Banach 空间 ,日 有 BAP, MX tw 
有 基 ? 
13. FERS HEA Banach 空间 X, fe X* 5}, 但 X* RAE 

ER. : 

Wy LAGE, $ X HE Banach Sik], Wl XX* 有 AP BRAN AP, 
特别 , 当 开 是 让 反 Banach 空间 时 ,人 * 有 AP HH MAX A AP, 

对 非 自 反 Banach 空间 ,和 有 AP RA MXR AP, RRA 
AAR Banach le] X EX * al a MAX AAP Sl 205), 
p.34). 
村 。 一 个 赋 范 线性 空间 中 的 基 , CRE Schauder Æ, 

容易 证 明 ,Banach 空间 中 的 基 与 Schauder 基 彼 此 是 等 价 的 . 
然而 ;不 完备 典范 线性 空间 中 的 基 不 必 是 Schauder 基 。 反例 如 


OE ERED 


F: 
在 线性 空间 "上 到 范 数 
lzl=suplé,], 
其 中 x 一 {fs}E EON ”为 一 不 完备 的 赋 范 线性 空间 ， 令 


= En 
FS El Fa E FT ETZ" rey 


mi ja, -2y|=2>0(n>09), 


Ep £> 2 (n=), 
兹 证 {za}#-; 是 空间 如 "的 一 个 基 . A ER e= iE ET, 
HFH nor i=, A 
a =% 一 ST RE pan =2 Ea yt tty 


Gy, = RE tts 


~ , a, a 
Y at, =(a1,0; wf -) 一 (aero +O, +++) +(a5,t, “3 905 


aed 
a 
“+ 《ar0 0, 0,086) 
T a a 
={ Las Gee, Sros) 
k=] . 


= {EE ED "=r, 
HAR Hi re E RAER 


z= a 
HER. j 
不 难 证 明 , 在 上 述 表 达 式 中 , 系 数 a 是 由 4 唯一 确定 的 ， 素 


Ke, 着 = 一 并 pa 区 
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Dss 


K 


- 8: B, 

aBa 0 ) 
= (61, 825+°7.€,,0,°° Fa, 

下 此 得 到 


3A. t, rey Prog, 


从 而 
Bi = 6-30 8, 6:— SORE, B= 2 En, 
t., 8,=7r6,, 
Tate. ays Bis we a= R PAR ax 是 由 e E — HE fy. 
EPs. a Aaa "的 基 ， 
HEr o PÆ HW Schauder 4k, H EEH 坐标 证 国 a= 
PCa iF A Tithe ER, Bp 
1, k=i, 
0 


Pt as 


其 实 , 了 并 不 连续 ,因为 我 们 在 前 而 已 经 证 明了 Xs#1(% 六 02); 而 
(wn) 0, fi.) =1, Ak, 
lim Sita fica), 

Bl f 不 连续 ， 
15。 某 个 赋 范 线性 空间 的 弱 Schauder Æ, ETES. 

设立 是 实 Banach 空间 c 的 这 样 的 学 空间 , 它 由 从 基 硬 开始 为 
常数 的 实数 列 所 组 成 ,并 用 c 的 范 数 ， 显 然 , c AX HOSE BESS AY 
AL. ADAH, AMA Eye E X h 能 Schauder $, HT e 
HCL, DEX, EART ien EERIE RETE 
间 , 帮 {es} 不 是 XX 的 基 ， 

注 可 以 证 明 , 阁 五 是 Banach Sil, MAAKT i X hy Sch- 
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auder $, 4 Hit 4A X ARG Schauder $, bik, Xf 
FRR EER SAME ,这 一 命题 并 不 上 成立， 
16. HARRERA *HE. CE X PREAMBRI. 
dire E Banach 4 inh XWMWH, WA «CX, PER 
一 的 数列 {a,} ,使 l 
z= Sante 
令 a= fala fE LAR, E 
1, R=M, 
fw, am 
RE. EPOX, E Xb g A E ES 
UPJ RMB, 应当 注 审 ,对 于 年 * 中 的 基 { 了 .}， 在 下 中 不 必 存 - 
FEL ea} eS tM AEA, 例 如 , 取 天 一 co 刚性 
令 了 一 eisf 一 en 一 (一 1)"”ie;n 一 2,3,*…*， 六 对 任 一 了 二 YE 
L, & 
QS Hi A5 Ry 
an= tn + C—1) "s+ 


ni f= Lafu | 


PLA RAE H, A HEX * = 1 的 一 个 基 . 然 而 ， 
EX = coh RIELE SCS PIR AEN AAS}. 
17, —P WB Ae SF} ,使 (x,} 是 基 而 {f.} 不 是 基 . 
Karlin? 证 明了 下 述 命 题 ， 设 {zs}) 是 Banach 空间 大 中 的 
一 个 点 列 ,{f}CX* 且 与 fz。} 成 双 直 交点 列 ， 若 {人 } 是 半 * 的 基 ， 
Mica) 必 是 下 的 大， 应当 注 意 ,这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 ， 反 例如 
下， 
BX =1, {es} 是 7 的 自然 基 ， 于 是 ;对 任 -- e 17, 存在 唯一 的 : 


|! -150， 


数 到 {as} E 
r= Yue 
令 ae Sate) WM fet bie A ee en, BN fa El, A 


Falemi =|) nein, 

唱 { 了 与 1 成 双 直 交点 列 . 由 于 lo Belay ATT PAS 可 能 是 
"一 让 的 基 . | 

注 “可 以 证 明 Ar Banach lhl X AG AG MAUS Fa eta 
RAS E XP BER oN aE. 上述 反 
例 也 说 明 Tierp ARa., FR, HR AS OS OF E ie a 
18. Rf Banach WARRE, CHS aa H A E 

cal 

ST LEAR, an RCo, hE Banach 43 iF] X AE. IA Ae be IE es Fi 
CFAE X HASSE PA fA spani fathi, FA. ARS 
HE Figll@l. aR, E Banach 43 i] X H ye oll. BB A 
RONDE RANE eA XTARA? Davis) 等 人 否定 好 回答 

了 这 个 辣 题 。 他 们 的 例子 如 下 ， 
证 R- -ERR ZR, Ie EPDR A 
May y yim trelat ly Ho, 

EKER! | + |) Banach Al, Bae len OEP Rr, 
(en, DEPOR FDR, Mla} SF LEM ii, fife 
span{z,}, Mil # 可 表 成 


l, Rth, 


和 ‘i 


ki . 
xa 3 a 


— 


的 形式 ,而 片 系数 ce: 显然 是 由 7 唯一 确定 的 ， 因 此 ;fxr} 是 中 RI 


= i51* 


中 的 一 个 基 序 列 ， 另 一 方面 ， 


2 


[EE A Èe] = 


[Es E eof 


= 2n, e 
二 此 得 到 
a 
TEA (aay) ron), 
UDIT spant fy} ta Apani foe fe) 上 的 自然 射影 不 是 


HAR., Bats PEDR" ch Ase re CB 看 [205 1， 
pp.i—2), 

it 可 以 证 明 ,每 个 无 穷 维 Banach AR X Mie AE APE 
ABROAD AR PRES ALE X* 的 基 席 列 ( 参 看 [75]). 

Eberlein!" 指出 ,每 个 非 自 友 的 Banach 空间 者 包含 一 个 可 
分 的 韭 自 反 于 空间 . 

Banachi?! 指出 ,每 个 Banach 空间 都 包含 一 个 共有 有 基 的 子 空 
if, 

Pe (7k a. A EE A BA Banach 2j 28 aA- 
个 县 有 基 的 非 自 反 子 空间 ? 
19. 某 个 Banach SMART SAH. SR BS PS el 

其 

Krein-Milman-Rutman 定理 是 说 ， 若 Banach = fA] XH A 
Je XB ae Pe a XR, BE A OEE. 
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XREF ARA aE XA EE, BE a, HY edip EE, 
ay 

| x || =sup| £n] ' 
则 E7 是 Banach 空间 co MARTAN. 9 


. En ， 
Hy = Cy 9H p= Oyo R= 2,3,¢**, 


Wis} Et 的 一 个 基 (参看 例 14)， 但 它 不 是 co 的 基 ， 事 实 上 ， 
取 w= {—) ee 此 时 不 存在 数列 fa 使 


r= Saw, 
i=l 
1a AE AL 
H he a 
Go r 
Dd (x Clee >" ose you Oe . 小 
B=1 eT it 
m 
如 果 cm lim Slat, BA 8 A 
mam OO 
doa. l,@,7ag=-°° a@,=c1+=1, 
k= i 


RAR, AE, {Xs} 不 是 co 的 基 ， 

注 Bessaga 和 Pelczyniski' 1: 沸 出 ;不 能 把 Krein-Milman- 
Rutman 定理 推广 到 B ARL AE A E Ba 空间 
NX CAB XAG -S GSE ET Sa), DA EE XE. 

20. -DRBR EE E pi Enh SFM an} Ele RE 

EE. 

wy CAGE. Hen) Je Banach ARX RIE, (2m) Æ ita RIF 
SA ML. baa YORE BE RR EA 中 EAA 
完备 的 条 件 布 可 去 掉 。 例 如 ,在 线性 空间 E" FRR 
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[zl =suplésl, 
Serpe a(S} Cu, & 


e 
Vel Ta elt 


Mirte Bo wy, 

REELL HOFF D ae, +- +) 不 EPan da) WOR, 

HE {@a} er PURE, {Tuhia 的 线性 闭 Bpan {an a E @ & 
Hitaji 的 最 小 闭 线性 子 空间 ， 由 于 {zaj*-! 是 吾 "的 基 , Ame. 
Birar Mb ACES E a RE E.R, {ni 不 是 
恕 "的 基 , 故 {x.}*-; RF Spani inhaa 的 基 . 

21. 存在 点 列 {xj , 它 是 Banach 空间 X, fh SCY: ly) 的 

Æ. ATENY, |e bbe t+ fly) ae, 

Wilansky 0 提出 如 下 问题 ， 车 {x,} 是 Banach 2 fal (X. 
I-Pod SCY. | Ao RIE BH XAY, p= fet | de) 
HIHET 

Pryce’) JEH ,这 个 问题 的 答案 是 否定 的 。 他 的 例子 如 下 ， 

iz X=P, Y= RX SY, PRAA EA Banach 4 H. ie 
{rS iya BE XY, hE ra= yr =en n=l, 2, 

. FMEA A DA RREA R ORTA. 
AXB Yo AETS ERA Banach 空间 , 融 它 们 的 Hamel Hity 
势 均 为 钢 。 于 是 据 Zorn3i 理 ,存在 由 六 到 XX 上 的 一 对 一 的 线性 映 
HT En, A Fyn Ea YX, Mies EEF, 
存在 唯一 的 y= 切中 E 了 ,与 之 对 应 ，。 我 们 在 了 上 取 范 数 


[zlz= Sint, 
则 (了 ,1-) 显 然 为 Banach Z. BUTEA Yo BY bis at 


的 线性 映射 ,而 {y 是 了 的 基 , 项 Ts 是 了 的 基 ， 因 此 ,ftzw} 既 是 - 
(KX, i . i HoH, RCP, |- Ey Ft HE 


EE ue M.M i Wy ey Aye y+ s.r} Anty BFE A G EL 
lulz= (Dap ) EIN= uly. 


里 此 可 见 , 开 中 的 每 个 点 列 ,如 村 它 是 CY |e lly) h pa Cauchy ax 
IIA BAX sx) PHY Cauchy SA, HER EX , Njen e 
ERE 


RE ROBY FE EPEC ls 意义 之 下 的 ， 

PR Dik “PB Met AAE RK Cauchy 点 列 , 所 以 它 
ACFE | eZ PA A YR, 2 与 了 不 必 相 等 
SE wR EP EX, 对 应 的 了 都 与 * 相等 ,那么 由 闭 图 
REAA FE Bell fix 与 .1z 将 是 等 价 的 ,从 而 下 与 1 将 是 线性 
同 旺 移 ， 于 是, 它们 或 者 郡 是 自 反 的 ,或 者 都 不 是 自 芭 的 ， 这 显然 

今 取 :所 卫 , 使 对 应 的 与 z 不 相等 ， 于 是 ,对 任何 数列 人 2}， 


级 数 Ae, Ary RE ETE RE eti 和 之 下 收复 于 o” ieai 
i=l 


X (VY fod. 
22、 一 个 Banach 空 间 的 基 {x，} ,使 菇 序列 {xz,} 等 价 于 基 {x,} .但 
{foal ED SOF fT ,这 里 ,{ Pele.) 的 坐标 泛 函 列 ， 
可 以 证 明 , 如 果 {ws} 与 {y 收 分 别 是 Banach 空间 站 与 了 中 的 
无 条 件 基 flea Me ee Sy ZR, er TE 
- SB AGE eR nd EPPS, Foy. er Ue Mae UF 
列 { t ea SH. 
度 当 注意 ,在 这 个 命题 中 无 条 件 基 的 条 件 不 可 AS, Karen 
和 Pelczyiiski0% 1 有 例如 下 ， 
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在 Banach 空间 ¢ 123 BHC we, } 3 
y= LEY gma fis 
Ii Lien, 
Pe fea HE t= RAER a fed P= OH > 
m 
t=], 
>l, 


—1, cel, 


neha i 
ES t 


P= 1, TSRS, 3, 
0, KE i. 

Ar n=? kkl, 2 t AMR A ar SP Ca}, 
Seid A FA Ser i hs BPR e Men] e E ME al, 
Am fas BREF. 
23. 4755" 35 i i AE SESE SB. 

VeX=L, WW X*= Rasy Am XA, BO 
Fit, + 

太一 (0 0,1.0，…). 

A fee", TER fH el Maes Cle lt 上 有 界线 性 泛 . 
BOA ARIE, RITE 


= 


了 (2 一 了 En 


nel 


因此 Pee En, W=1,2,-0+, MME — ath. EL 都 有 


Sm fal 2) fle), 


Eim Re ea FG COPE Bi A. TAF SA Xp Agag HG, 
注 AIP AB LB FS He Se Hd PD ER a ke BE, 
24. SEAT Banach FAHRETE, CRS EMIT +. 
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R X=, M XFS, A fam 0,20 0,1,0,°°*) Wad E 
XAAR E SAH 23), 但 X* 并 不 可 分 . 

25. ++ Banach 空间 的 共生 空 间 中 的 Schauder $, 它 不 是 弱 * 

基 . 

Bessaga 和 Pelezygaskic 证 明了 幸 述 定理 : BX” Banach 
2z inl ia. DPCP 是 三 * 的 弱 * 基 RAE ETP, 
spani fa) 一 X*+， 则 :了 是 X* 在 范 数 拓扑 下 的 基 ， 有 从 而 它 是 和 * 的 
Schauder 基 . 

Singert*91 指 出 ,这 个 定理 之 道 并 不 成 立 ,有 即 X* 中 的 Schauder 
基 不 必 是 弹 * 基 ， 他 的 例子 如 下 ， BE X=co tends X*=1 的 自然 
基 . 令 

Fey = 015 Ba En En- BEB, 
MeO CAY, ALA, Xah T (BS 看 L287]), 从 而 
ta X* iy Schauder JE, 

WER SAAR X* GSS, BORER eX AE, 那么 对 
每 一 CX* RAB RA 


fx): Jah), (1} 
其 中 e={E,3 EX=6o6 是 任意 的 ， 据 的 定义 ;我们 有 


57 he) = ea(2) 
5i 


MAIHE ex HEL h(a) =t, AR T a R GA A) 


seye AE, Ck, AE A eE, 
26. 一 个 Banach SHAW SAP HE, EE Schau- 
ders, 
af DUE RY, Banach 空间 中 的 每 个 基 必 古 Schauder dk, X, 
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Banach 空间 中 的 每 个 弱 基 必 是 强 Schauder 3, SRI, KE gees 
间 中 的 弱 " 基 不 必 是 弱 "Schauder 4, Singer 47 Hijau F EX = 
Cy {en E X= HARE. a 
Fi sess Fa C1) ey + en, M28, +08 (2) 
可 以 证 明 ,{f:} 是 X “FEVER ah PAH. TE, a X* 的 完 
EEH eat faba 了 "的 Schauder Æ, 事实 上 , HlenCX* E 
X* AYRE en OREA A, IRS 


CP) = ef) + oD glS EX*, hs= gn, n=2,3, nae 


(2) 
Mihet PRELA A 


LAPS =| ar Eg) Jet 
+ Del) ete] 


ghet| Tle) je 


(fEX* n=1,2,°«+), 


由 于 f= ie Pe,, ATi 


LilelPl<+oo, fE Xt, 


Pe AEST o> OR FOR", FEES nn jh’ 4 
3 之 Ro 时 就 有 


| DERDE- Leche! <e, 
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因此 , 对 任意 FE Xa 
f= DAS, 


Hifi X* EB, 
siki fahe XRT 符 ， 前 而 已 证 对 任意 了 EX", 都 有 


f= Dh 
因此 ;对 每 一 了 EX*, 也 有 了 弱 " 表 述 式 
f(s)= DNF), rEX, 
容易 证 明 ,这 个 夫 达 式 是 唯一 的 ， 其 实 ,假定 对 于 数列 {a,} 而 有 
Df) =X, (3) 


fh. E XS ce HARE, BM e=b,,n=1,2,-+>, Hl GK 


评 到 


Fs yt, 
1, g=n, 
i bn) =| n=, Btt p=1,2,-°-, 
Fit n 0, JEN, 33 


FADA] we =b,,R=1,2,°°+ ,有 
DIC 1) Mas 0, 8:5 aa =O, 
i=l 


所 以 aa = DnS l, 2e, RIE df E AT GG" E. 
RERE A RE X" ga Schauder 基 ， 为 此 ,我们 
Fw RAHIRA PAR, O), kfl) Ak, 
hy 不 是 骑 ESA, MAM SAE 了 "的 弱 "Schauder 4, 
注 Kalton Hpi, 4 XE LASA 上 I 
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EHX PRE Hea Age “Schauder AL, (LRU PIRI, 如 果 
X Rs ZEA Banach 空间 ,那么 X" pay se" Baa 
g5 *Schauder #2? 

. — TE SS felch ASR “Schauder %4, ERE Schauder 基 . 

AT AEWA, Banach 23] PAI Schauder %5 Schauder 基 是 
fei iy fae ei a tig Schauder Re oe* Schauder & 
《参看 例 25) Mag *Schauder 基 也 不 必 是 Schauder $, file, We 
K=}, X": m. WR fea} A*th" Schauder 基 , 但 它 不 是 
A™ ade, 

注 O) +T Banach Hho J, Schauder #, HA NEE 
Schauder MBE (kot AE EPA. GD 对 FAs ARTE 
村 空间 而 言 ;站 性 是 Schauder 4i fal 14), BgSchauder 基 不 必 是 
HEC 15), (iii) 对 于 Banach 空间 蕊 的 共犯 空间 X* A XH 
的 Schauder 基 不 履 是 级 * 基 { 例 25) ik EC OT). 又， 
X* rh fy 5° Ao AR aE BY Schauder 基 ( 例 26), 

28. 一 个 Banach $ EHRE CAT A. 

容易 证 明 , Ff Banach 23 H X PARSE al A* PAS we. 则 
Xing B Alay, Singer!) Frat eh daa EAR noe, A 
例子 如 下 :请 XS, MY X¥= CU), Rha (EEX, fale) 
En WM ifa CAA, AUS SAS aE RA A a E 
可 分 的 . 

AE X* 中 不 存在 纺 * 基 ， 如 果 XK MERE Sah 那么 
对 每 一 了 E X*+ ,存在 唯一 的 数列 {a} Ee CX MA 


tim | f(2)— Blefs) j= 


H X= eth Be ok Se A eB Ze SG Be Bal 
34), de aHtE— Fe (i )**, WH 
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lim #( f~ Shafi )=0, 
这 就 说 了 明了 (2")* 是 弱 可 分 的 , 从 而 (2° )* 是 可 分 的 【参看 [37]， 
P. 134), SAMIR GERD. 界 为 说 并 不 可 分 。 因 此 ,-(1")* 中 
不 存在 弱 *+ 其 ， 

注 Singer02 和 还 构造 了 一 个 乙 * 序 列 可 分 而 没有 能 * Sehau- 
cer FR Jt HE 7 IA), 

“PURE A GR. SR oy SE EE 必 有 
Gu * 2k 2 
29, — Ges fel X* ph aS. ERE X 的 基 , 六 是 X* 的 弱 * 

ACHR SUT 0. 

BUE 若 {z。} 是 无 穷 维 Banach sia] XAG HH nf ead > 
OAF Ei Ta ME AA, | If. B* WORE 0. 

由 子 上 述 命 题 ， 我 们 自然 会 提出 下 述 问题 : 4 {jn} EE 
Banach 空间 X* pR RED” IBA LS. 是 否 一 定 戏 * eke TF 

下 面 的 例子 将 说 明 这 个 问题 的 答案 是 否定 舶 . 

Ri X=e,,X*=1, S 

fi= ei, fa 5—1)" e> en =R, gat 

ene X* 的 基 , Mab X* 的 弱 * Fe. 然而 , MP er, 0. 

--)E X TS. RNA 

fi€w)=1, fale) =(—-1)" nS, 

Fe fA S FER Ge Ue, 

注 ACS AE X* BAS OE 0, BERERE Sa? 
Æ XR E BG 290], p. 299), 
30. — TEEN Banach 空 间 , 它 没有 单调 基 . 

考虑 Banach Sil eLo, 令 

zat)=t, ¢2[0.1_, R=1,2,"*, 


Fe TATA BER Ce, fb EEX AEE 
列 , iio.) KRESS, BRR CERT RS 
'290],p.p. 241—248), 
31. 一 个 Banach 空间 的 有 界 完 全 基 ， 它 的 一 个 基 序 列 却 不 是 有 
界 完全 的 . 
Davis 和 Singer 3644, 对 于 Banach 空间 中 的 有 界 完 全 基 ， 
它 的 基 序 列 不 必 蚌 有 有 界 完 全 的 .他 们 的 例 了 如 下 : 设 下 =500, 令 
Ean- = Ern- 1 Z" Cag H Z’ espo th leds cc's 
Mog eer RED tees 
Fant = bin- > R=, 250085 


， b 
于 :一 总 ae 


Ban 
Fin = Bans + Bans + Se N=2,3,°°°, 


ETL, Cen} cy A B ARG THC, ALAR Bi MEE AH, BLT 
_ fi, i=j, 
Cid a 
OL AL (25 F RRA, MIP AF 


enm Tn, 
2 
Ean 177 Panai t Vra Funes A51, 2,'"*,; 
Hspante,}=X,#& spanie.) =X, Z. oF 
baa- fan-1 b =20 far fi) 
ban = 2 fin fenit fana) RER gt’ 


Hspan{b,}= X*, iz spani j h= X*, 
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ul 


中 的 有 界 完 全 甘 { 参 看 [290],p.p，286- 一 287)。 
花 证 ,世态 ;7 的 子 列 {7 是 一 个 基 序 列 ， 它 不 是 有 界 完 全 前 ， 
事实 上 ， 我 们 有 


|E fa 


b ” ba Ai 
= | b+ ot (bast Baca + =) : 


T ba § "1 
= | baat OP | =1= OF, 
i=l 


l i=1 


因而 mp | 于 疡 | -2。 另 一 方面 , 由 于 lfol>1,a=12， 


Jaf 2 Ta BUC, ARRIE T EFIK nE A R EN, 


32. 一 个 双 直 交 列 {x,} 与 {f, }, E A GRAE. 而 

{x, 都 不 是 收缩 的 车 序列 . 

可 以 证 明 , 车 六 是 Banach Sh. X* HII Ma, 为 
的 收缩 基 的 充 要 条 件 是 {f,} 为 * 的 有 界 完全 的 其 序 Ss Ca) 
为 下 的 有 界 完 全 基 的 充 要 笨 件 是 {了 ,为 X* 的 收缩 的 基 序 列 , 其 
中 {了 说 是 {x} 的 坐标 活 陪 列 ( 参 看 [290]，pp. 286--287), 

Davis, Dean 和 Bor-Luah-Lianal75 指 出 , 妆 {tz 是 基 序 列 时 . 柑 
应 的 命题 就 不 再 成 立 ， 他 们 的 例子 如 下 。 

Uteh cs 中 的 自然 基 ,(5。} 是 7 中 的 自然 基 ， 在 ceDes 中 
FR zs 一 (eye 二 en FECegPe,)*=(Gl PR f,=(b,,9), 
AEB 0} Sf PBR cm 四 co 5 IO 中 的 基 席 列 ,这 里 , 取 
范 数 为 

læ l= Ce byl? 
或 
[cr y)]=max(jæl y1). 


任 取 实数 列 {a,}, 合 | | af, | aa m 


an [See] 


=| Las, | =Llat<+e, 


| Las 


n=]; 2; 


BLEA, RELS Week, ATU) 是 有 界 完全 的 ， 另 一- 广 


m. 车 取 
g= 20,2.) 181, 
则 有 
glr) = Fle m1 20), 
vk ir AN aR, 


33. —PMBRIN x, 5th), tf) 是 收缩 的 基 序列 , 而 ix.) 

ARB SH SS SS, 

feat, (bad S{6,}47 50 Banach 空间 c,, bP PRA 
dE. 在 cp P &, =(en,27°S,) FEC CDP )* HIG? PR f= 
(0.2°6,), AML, MAA S{ fae BU BID? ty 
AGlF Pl, BES, 

span{ f,}={O}O", 

HEE f= CO, C41, Er. YE COD? MHL} OU, Mee 

spani feti farot 则 和 可 表 成 下 列 形式 ， 
x= (0, C0 ett 2 2 ate oD, 
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因 ENB, te D 2ni O(n 00), AT 
IPILE. fal 


(Lis eY Ke M Lanil Joao), 


由 此 得 到 


PCf)=snp{f (es): rEspan{t fatis farses lle] si}—o 


(noo), 


BI FALT Wachee. Fo — Fe SEP oa AN ae ee E 


的 ， 


注 这 个 例子 也 是 由 Davis, Dean 和 Bor-Lun-Lin05 PE E 


的 . 
34. 一 个 Banach 空间 中 的 基 , 它 不 是 正规 基 . 


fit VEER TE Ss TL X AE Co PRATER EY AS la =1.2=1, 


Sie GRA ERAS E eS hfa ==, 2, 


{f Eir Etne A. 
考虑 Banach 空间 X=CLOs1]. & 
zalij i, rli =E, 


2ł—1 


perl 


i= 
Berg = 


lo, 
Í 
{ 
j 
e el 8] 


zi 
或 1< Dar. gr]; 
其 中 f=4.2,+++,2*;8=0.1,2,°° 


;此 中 


可 以 证 明 ,{w;} 是 CL0,1j 中 的 基 * 参 看 [290],p.p. 11 一 13). 
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BR, BREA” 
f(eJ=x(0), Jii a(l) 20), 


2ł—1 1 2 一 
fala) =a( peti ) Laf pert ) 


i 
-7e (gar), 
FE wECLO 1] L=1,2, 00+ 2 R=O,1,2,00°. 由 于 sl 1 
Hf 二 2,% 二 1,2,…… ;因而 fx) 不 是 CL0,I 中 的 正规 基 , 

注 Banach 空间 GL0,11 中 是 否 存在 正规 基 ? 这 是 尚未 解雇 
的 一 个 问题 。 

Samn@"5] A F Banach 空间 中 半 正 规 基 的 袜 念 , 并 指出 ,每 
个 正规 基 必 是 半 正 规 基 ,江道 不 真 ， 他 还 在 Banach 空间 010,1; 
中 构造 了 一 个 半 正 规 基 ， 

35. — Banach FEWER x, EERDER if.} 是 
span{/, HIE MLE. 

WILAH, Hieni Banach 空间 三 的 正规 基 ， 则 {f,} 必 是 
span{ 了 ,} 的 正规 基 , 共 中 ff,} 是 {x,} 的 坐标 泛 苞 列 (参看 【290]， 
Pp.p.260 一 261)， 应 当 注 意 ， 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 ， 反 例如 下 ， 

最 说 一 50texi 是 互 的 自然 起 ， 令 

Tia) 


即 z, 一 > 2 en WR r AEX. Fle =2, AeA 


EXPEMÆ, 
AES Espn AE, BL, A 
Pra (0.00750, L, Soe), {1) 


enti 
因此 ,f=1， 些 外， 关于 span{ 了 由 的 茜 {f,》 的 坐标 证 PAA 
ip(a,)} ;其 中 史 是 由 苹 到 (span{ 了 7 六 内 的 典 则 映射， 气 忆 ) ,有 
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Pan = (uns Et: D0), 
因此 ,对 任何 满足 条 HEL PEI 的 f= Em) ESPL ,都 有 
fadl] i Z ti | 


dom+l1 
<= Jolai =f |<1.2=1.2,---. 
i= 


TĒ, 
le (i= sup [f SRE 
fospan (Fat 
为 一 方面 ; 由 于 TE span f:t a) fl =1, Alig 
le(e IS lela C= l Falta] 51, 
n=]; 2," 

itt le(e,)|=L.w=1,2,---, AHT fa) 是 spanf 的 正 

甘于 严 规 基 , 下 述 问 题 尚 未 解决 ， 

问题 1 有 具有 基 的 无 穷 维 Banach 空间 是 否 必 有 正 规 基 ? 

问题 ? ”具有 基 的 无 穷 维 自 反 Banach 宏 间 是 否 44 有 正规 
HE? 
35. — Banach 空间 的 Bessel Æ, EFE Hilbert Æ., 

Banach 空间 了 中 的 自然 基 {en} A Bessel $, HE KR E 
Hilbert $., 
37. 一 个 Banach 空间 的 Hilbert Æ, EPE Bessel Æ, 

Banach 空间 co h AS G ARE: {es} 是 Hilbert $, (HERE 
Bessel $E, 
38. 一 个 Banach 空间 的 基 ， 它 不 是 无 泰 件 基 。. 

bite dx Banach 空间 ca PRIA SAR, & 
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TaS egter Hea i,t, 0 ), IRR irai Ca Wag. 


mee meP f i 

1 
St ae alse 
=m 1 :1 

. j 
wap 4 m 4 wtf 
` -x 
“| Za Ze = > i JO mar 
boon / eal emi 


ttt ama bie ps 
| m+p ji 1 mP 
I 


| 
h >, AT; He sup x a; . 


I i== mekim t, pea 1 


TE BED aa KASLAR D a Mek ERRA e). 


ei= 二 1 使 Dea ACD, MWI ean WIC, 因此 ， 级 数 
可 aiwi 并非 无 条 件 收 化 ,从 而 {5 不 是 co 中 的 无 条 件 基 


$ AITPTMaHTII 构 造 了 Hilbet #2 A] L-as] ADR E 
eR fat SE: 


jal? 
fo= 13 
(2)? 
g|” 
fi! cose, 
ay aed 
[e], 
fos sine s, 
mya 
a |? 
Soma =| Č eostm+ 1a, 
xE 
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lx] 


fam+: = sin€m + 1)a,err, 


-4 
2? 


m=, 1, 2,*''} 


oel 


as 
(2x)? 
lei 

1 Pp cosa, 
fez 
æl. 
Z= TEINS," =, 

Fa 
lz * 

Bimi = L cos m +1}2, 
ee 
Edk 

Eim = Sin( rn = 1)z,''=, 
xi 


mo 


其 中 0<e<< 二 他 还 明了 Cf.) 是 工 [ 一 xyz] 的 基 , (BEANE 


Bessel dE, dh Ae Hilbert 4, 
Gelbaumi 还 一 步 指出 ,XT 了 ,} 也 不 是 LL a 中 的 无 条 : 
HAL AE. EH 


tmint] faj >0. 
ERE :or 有 = 去 人 lzlecow(2m+1Dzaz， 


lfm ES (rj sin (m+ l)ada, 
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于 是 得 到 
Femail? = HAS telda 
tyf ai cos2(m+ Deda }. 
a 9 f ela 


-4f jæi 250os2( 9 d lads }. 
据 Riemann-Lebesgue 引 理 ,上述 等 式 的 第 二 个 积分 赵 于 堆 , 而 第 
一 个 等 式 的 第 一 个 积分 值 是 记 王 -二 ,第 一 个 等 式 的 第 一 个 积分 
eg 20 
Eti pay’ 因而 
lim inf ifs joo, 
HELF BH L [一 zs] 中 HERH Wlk, RERE 


Gelbaum! “HHF Hilbert 空间 无 条 件 革 的 特征 的 命题 如 下 : 
命题 iis Hiber HARE, Bele. H1, BAe. 


为 万 的 无 条 件 基 的 充 要 条 件 是 (1) L as Kk ARE lal 收 


Es Cii) lafa Week HE 2 CARVE ie Bf} 是 和 x} (ty 4 
n=l n=] 


HEBA. 

我 们 不 妨 假 定 工作 一 x a ER Hithert 空 间 。 今 as -fr 
ya 一 有 fg， 于 是 ， 如 果 {fs 是 无 条 件 基 ， 那 Aird PiE 
IL 叶 一 x x] 的 无 条 件 基 ， 由 于 x,| 二 1, 因 市 由 上 述 命 表 可知 ， 对 
每 一 yE LL--r r] 
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PK” ya co， 
Ff 不 是 LT a, w]e hy Bessel TEE y E L — rnw], tE 


¥ 


iM 


69 Bad Ss aE, Eol = +o, FERTA 


C mm 


二 yi 一 人 ys enol Sal? 


推 知 Lim ifj = 00 AIA, (de fab RE Lire] 
的 无 条 件 楚 ， 
39， 有 基 病 没有 无 末 件 基 的 Banach 空间 . 

第 - 例 James 空间 (参看 第 六 意向 17) 有 基 而 没有 无 条 件 

第 二 合 Karlin''®! 和 Pelezyaski'#**! 分 别 指出 ，Banach 空 
间 C LE0,1J 和 50,1] 有 基 而 没有 无 茶 件 基 .Pelczyrisxit*0; 于 1961 
牟 进 一 步 指 出 ,了 0 不 能 媒人 到 其 有 无 条 件 基 的 Banach 空间 ， 
ELDOR SRB ey PAA AG SF FE) Banach 空间 的 基 个 
TER. 有关 正明 ,读者 如 有 兴趣 ,可 参看 作者 原文 ， 

注 James 宗 间 和 Banach 47a] C (0,1 AR £0,171 BK 
ik A Al AIC PAS Banach 2s fa], Hees] 都 不 EA RY. 
B—-TH ABYSS AR Banach 2 fain DP IRAIA A CARY 
基 的 Banach 7 tly PFE H Kwapien 和 Pelczyniskir t: 于 1970 
AEE RAD, Jo. Lindenstrauss#Pelezy óskil "N FEU), ahii — ie 
PEP Lpa + OCW 1,2,°°-), 8 inf{ pa} =1 supi pn} 


100, AA Banachi 立 Grmro 1 不 能 自信 到 县 有 有 无 


条 件 基 的 Banach 3 fil], 
KT FRESE. PT EE 


问题 1 设立 是 共有 无 条件 基 的 Banach 空 间 , 了 是 蕊 的 相 补 
“Fa, MEEK r LAER VAT, WY AY AR 
基 ? 

问题 2 Banach 证 明了 每 个 无 穷 维 Banach SMS A EA 
ERRAZTA FERMARE, 每 个 无 SAE Banach 
空间 是 否 部 含有 无 穷 纵 的 共有 无 条 件 基 的 子 空间 ? 

40. 一 个 没有 无 条 广 基 的 赋 范 线性 空间 , 而 能 谍 人 到 具有 无 条 件 
基 的 Banach = ji, . 
Lindenstrauss! tl 首先 作出 了 -一 个 没有 无 条 件 菇 的 荆 范 线 性 

A MAERA IR AAt n Banach 空间 他 指出 ， 如 《es 

是 Banach 空间 ? 的 自然 基 , 令 


By = Oyo (ero * fants) »R=1,2,¢°°, mii EEF ERI 的 闭 


子 空间 DD AE 但 它 没 有 无 条 件 基 .， Ail, DD 又 是 县 有 无 条 
件 基 的 Banach 23 [A] i 的 子 空 间 . 
41. ÆA Banach 空间 的 Schauder $, TARAF 0 但 它 没有 

无 条 件 的 基 序 列 ， 

我 们 有 下 述 问 题 , 如 果 Banach 空间 中 的 点 列 {2.3 适合 条 件 
jz -:1,2=1,2,-++, Hir ERAT 0. BA, fa.) eT HF 
BMT PTC EE Bl? 

Maurey #1 Rosenthal010 指 出 ,这 个 问题 的 答 业 是 否定 的 . 
他 和 们 构造 了 一 个 具有 Schauder 基 f{z 的 Banach 空间 ,使 1z 15g 
iF tite, AREA RRA, 关于 构造 细节 可 参看 作 
PTR OX, 

“2， 有 具有 唯一 无 条 件 基 的 无 穷 维 Banach 空间 . 

Pelezyński fp Singer RH, 若 Banaca 2A XAR IE iE, 
aN BRAT BT BP a E ERI. BE. 关于 Banach 
ARR RERA IR UTE TET, 
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Hennefeld "31 指出, 如果 Banach 空间 对 有 两 个 不 等 价 的 正 
规 化 的 无条件 基 , 冰 么 了 就 有 不 可 数 个 不 等 价 的 正 寺 化 的 无 条 件 
大。 因此 ,对 于 Banach 空间 的 无 条 件 基 ,就 有 下 列 三 种 可 能 情况 ， 
没有 . 仅 有 一 个 ,有 不 可 数 个 . 

Lorcha H, Banach 空间 中 每 个 正规 化 的 无 条 和 件 基 都 
告 价 于 六 中 的 自然 基 [ei}。 Lindenstrauss 和 Pelozyaski? "jg 
i], Banach 空间 cp 和 ?中 的 每 个 正规 化 的 无 条 件 基 分 别 等 价 于 6 
和 中 的 自然 盯 tesY。 出 此 可 见 ,Banach 空间 co ak AME 
的 无 条 件 基 (在 等 价 的 意义 下)。 Lindenstrauss 和 Zippin' "1 还 
进一步 指 旭 ,如 果 Banach 4X A ii HRA EES r A R 
义 下 ) ,那么 天 必定 线性 同 脾 于 空间 col WE pA- -A AE, Œ 
线性 回 肘 意 关 下, 有 而 且 只 有 Banach 空间 cq, ¢ U APR RG 
AIIE, 

关于 这 些 陈 述 的 证 明 , 可 参看 相应 的 参考 文献 . 
43, E+ Banach 空 闻 的 无 条 件 基 , CTEA Rh. 

Banach 空间 co 中 的 自然 基 {es ACRE. 对 于 数列 {a;} 
(a,=1,i=1,2,-- ni, BRA 


| =1, 


| 
sup | 之 ， ae; 
1 ina 


但 于 ciei E co PEKKI Hew} AEH AAS, 


注 TAU. te. dae co RA. 
44, 一 个 Banach 空间 的 元 条 件 基 , 它 不 是 收缩 的 . 
Banach 空间 了 的 自然 基 {8 是 无 条 件 的 。 取 了 = 人 1 人 1，……) 
Cal eee, BA 
Fen = PCH) HT 0 (aoe), 
PA Bh te.) 45 Ab ie Sa A, 
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注 容易 验证 , {es} 是 1 的 有 界 完全 基 ， 
45， 某 个 Banach 空间 的 无 条 件 基 , 它 不 是 绝对 收敛 基 , 
UE le, 是 Banach 空间 下 的 基 ，{f 了 4} 是 相应 的 坐标 泛 函 到 ， 


其 对 每 一 < 工 , BCD fC), 都 是 绝对 收敛 的 , 则 称 {zs) 是 


Banach 上 空间 中 的 无 条 件 基 不 必 是 绝对 牙 化 基 。 例 如 ,Banach 
空间 Pap +eoc) 中 的 自然 基 iel 是 泡 条 件 基 ， iE e 不 
Trh, ERE. ifa Te, Hey epi el fen 


p -2 
Re lahe] a Plera<pP<p Ni 


KEA) Eet. 但 


t 


f 
T a LR} 
Liel = Eleal Di sf rae 
iet ina i<n i 


”一 pe 
=(1-2-) {Rl — 1) + cn), 

He Ce SAFE ee E, 
46. 某 个 Banach 空间 中 的 次 对 称 基 , 它 不 是 对 称 基 。 

Banach 2a} X BAHL a, bi. 称 为 对 称 基 , 是 指 对 正 整 数 的 
任意 -- 个 重 排 ATena ei Fithian. 

Shik MRS A AL IER EAS, 

Banach 空 闻 X 1 Aydete 02-1 Rew, ER 
FLIES (RHE TE BLO BE PA EBS Can PP 


“lft 


{tatae 
Singertss 证 明了 对 称 基 必 是 次 对 称 基 ， 然 而 ,次 对 称 基 不 必 
是 对 称 基 ， 下 面 的 例子 属于 Garlingcn1， 
设 了 是 一 切 这 样 的 数列 y = (0,02, +++) 所 组 成 的 线性 空间 ， 
使 
ly] sup Yan li < +00, 


i=1 
这 里 ,上 确 界 是 对 一 切 递 增 的 正 整 数列 Cn KE. RÈ IE 
明 ,( 了 ,有 .站 是 一 个 Banach 宏 间 ,而 且 {en}?-; 是 (了 ,上 有) 的 -一个 
次 对 称 基 

兹 证 {ew}?- ,不 是 (了 ,和 .中 的 对 称 基 ， 事 实 上 , HE 
k, BIA y 一 《1,2 了，… KE ,0,0, 0 O BRAS (RE, 
Ch—1) Fy 10;0,…) 的 一 个 重 抠 , 耐 


Iyl = Lin”, 


k — =i 
fa? [= 3 (knti) Tn F, 
n=1 


HK supiy ® |= +o, suplz [< too, BE, Centi: 不 是 了 的 
对 称 基 . 

注 Garling 构造 的 Banach SPAR CT BS 
空间 的 定 多 可 参看 第 七 章 的 引言 )， 针 对 这 一 情况 , Pujaral ey 
造 了 一 全 一致 丁 的 Banach fa], CARs}, 使 {x} 是 次 对 称 而 
非 对 称 的 ， 

可 以 证 明 , Banach 空间 cp EPa p< +00) 的 对 称 基 彼 此 
都 是 等 价 的 ， 于 是 8inger20 提 出 阿 题 ， 在 具有 对 称 基 的 Banach 
空间 中 , 这 个 空间 中 药 所 有 对 称 基 是 否 都 是 等 价 的 ? 针对 这 一 问 
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fai, Lindenstrauss 和 Tzafririt™O 构造 了 一 个 自 反 的 Orlicz & 
间 ,其 中 至 少 存在 丙 个 不 等 价 的 对 称 基 , 从 而 否定 地 回答 了 Singer 


_ PRHA. 


Altshuler05 构 造 了 一 个 具有 对 称 基 {fe,} 的 Banach 空间 了， 
十 工 中 的 所 有 尘 称 革 都 等 价 于 {es}， 而 有 卫 了 不 含有 等 距 同 构 于 co. 
i Cll p< + co) FS H. . 

47. 有 基 而 没有 次 允 称 基 的 Banach 空间 ， 

Banach 空间 IL?_0,11(1 之 ?之 十 00;p 了 2) 有 基 而 没有 次 对 称 
3k (BF 280],p.568)， 

注 Banach #0 P(1<p<4+ MO) RAR MER. Min, i 中 
MOE PREC Le, RRA TK IRAE. ERER UV Ci<p<+00,p42) 中 
的 所 有 次 对 称 基 彼此 都 是 等 价 的 (参看 [2901], pp. 573—574), 

“Pas ala AR ARE, 上 县 有 次 对 称 基 的 Banach 空间 , 其 中 的 次 
St PR AL A TAAL SE OP AY? 

48. -AAH Banach 空间 ,其 中 存在 有 其 的 子 空间 G, HC 
中 没有 一 个 世 可 以 扩张 成 为 互 的 基 ， 
Pelezytiski!*4?! pa Hl iH PR al a, 设 和 是 县 有 基 的 Banach 空 

Miyos OX AA val sex PIPES ,那么 是 否 存在 焉 的 一 个 基 

fr 使 对 得 一 2 在 在 标号 加 而 有 zu=yn? 换言之 ;能 否 把 Ly;} 

扩张 成 为 下 的 基 ? . 

后 米 ， Pelezyaski 和 Rosenthal 必定 地 回答 了 这 个 问题 。， 然 
而 ,在 怨 们 的 反例 中 ,ys} 可 以 有 茶 个 重 排 tyzew} HE Yoc TEL 
扩张 成 为 六 的 基 . 于 是 便 产 生 下 述 问 题 ; FER SLAY Banach 
空间 卫 中 ,是 否 存在 tya}CX, 合 {ys} 是 spantyw} 的 基 , 而 fy,} 没 
ATE yom HED RRA N ib: 

Singer’? 获得 了 和 如 下 的 … 般 结果 , 存在 其 有 其 的 Banacn 空 
HX GERAKAN SE G, 使 台中 没有 一 个 巷 可 以 扩张 成 
AN 的 基 。 读者 如 有 兴趣 ,可 参看 作 考 原 文 。 
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49. — Banach 空间 的 分 解 , 它 不 是 Schauder 分 解 . 

设 弛 :是 拓扑 线性 空间 六 AOE, (BORE (b) dette 
BAS, Be p 都 是 连续 的 , 则 称 {5;} 是 X Ay Schauder 基 ， 

EO FEE PPE I OX 的 基 , 则 对 繁 一 +4, 可 唯一 地 表 
为 

z= yy,, 

RE, s EA b 张 成 的 一 维 子 空间 中 的 元 ， 于 是 ; 自然 可 以 推广 
ZEAE mA NY PSALM RA. PZ. 

ZA ibA X 中 的 非 平凡 钱 性子 空间 (不 必 是 闭 
HO) FL BK X 的 分 解 , 是 指 对 每 一 xE 有 ,存在 唯一 的 点 列 
Cai} E sE MitS, H 


w= Soa, 


AU a MVE PE LP, 它 由 等 式 Pess, 
Wise. 这里, = Due AR? RIB AE -- RAK, 注意， 


Ait, Mia PBA. isso, PP ye =0, Wisi 
Ht, PP iw Pix, 


rr 


Ay, Schauder Agit Schauder SEMA ASHES, 
我 们 知道 ,Banach iph p9 PA Schauder 基 ， 然 而 ， 
Banach 空间 中 的 分 解 不 必 是 Schauder 分 解 ， Sanders075 有 例如 


POP ES Bl co LIGHT. FH MLS NCP) AP A 


Mr Ptr) 0,203, 
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用 并; 代表 由 eiti 一 2,3，,**') 张 成 的 i” 的 一 稚 子 空间 ， 于 是 ， 
LME I" 的 一 个 分 解 . 

另 一 方面 , Sobezyk' 证 明了 射影 算 子 P 不 连续 , he Mis 
NPMP PSB, AFAR OF, 的 射影 P DARE 
Me Pi PERE, A {M RE I ff) Schauder 分 解 . 

if Dean U- R T Banach 空间 2° 中 不 在 在 Schau- 
der 分 解 . ` 
50. 具有 Schauder 分 解 的 不 可 分 的 Banach 空间 ， 

Sanders! SJE T 4 X 3) Banach 空间 ,使 X* A Schauder 
DU X*** 有 Schauder 分 解 . 

应 用 这 一 断 语 了 于 Banach 空间 X=c,, 恒 知 不 可 分 Banach 空 
ja] X*** — (1°)* 具有 Schauder 分 解 
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BEE SSA AS BS E ee i 


ACTS eB Be SS AAS es Ss 例 子 ，Banach 23 
间 自 反 性 的 概念 已 在 第 二 章 引 言 中 给 出 ， 自 反 Banach 空间 有 许 
多 充 竖 条 件 和 重要 性 质 ,读者 可 参看 | 16] ,这 里 不 谨 赏 述 ， 更 在 我 
们 引入 与 自 反 空间 紧密 相关 的 其 它 揣 念 . 

一 个 赋 荡 线性 空间 了 称 为 在 另 ~- 个 赋 范 线性 空间 革 中 有 有 限 
das WR TY MEP AMAT ld, 和 z 半 9， 存 在 半 的 有 限 
HEF SPX RY BX, KAERRA T , E 

{PULP E<i+e. 

7» Banach fi] X BRA HE a PY EX oe ATR 
示 的 Banach A A Y REAN, 

最 然 , 趋 自 友 空间 是 自 及 的 ， 还 可 以 证 明 , 具 天 与 工 是 两 个 线 
PERG Banach FELI XEHERED SARH YRRIR 
iy. Æ Xi Banach Ap MX ig o et, 4AM A ERAR 
M4, Banach 空间 二 为 超 自 反 的 充 要 条 件 是 在 斑 上 可 冉 也 等 价 的 一 
致 幅 的 范 数 ， 

Benach R [a] XAR AFL Banach-Saks 性 质 , 简 记 为 BSP, 如 时 
Xh TARLA 有 一 子 列 1{zw) 使 它 的 算术 平均 值 护 范 数 
Irs FAHAT ta Hi 

Capt tti Mn) 
k 

Banach 4 ij X #45 A788 Banacb-Saks 性 质 , 简 记 为 wBSP， 
fn eX Pe PRC MAP AP La, 使 它 的 算术 平均 
{Pi He FR Be be BF ie} eE. 

订 以 证 明 , 具 有 BSP 的 Banach 空间 是 自 反 的 。 因 此 ,Banach 


BCX (Roo), 
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28 (ti X AA BSP iy 30 Be AEX AR ASO wBSP, BSP 是 线性 同 
及 不 变 的 ， 

我 们 列 出 关于 Banach 空间 的 一 致 凸 , 超 自 反 ,有 BSP, wBSP 
及 自 及 性 之 问 的 薄 池 关系 如 下 ， 


Ak 
-he> MAR o> BSP 
TA w BSP 


HAEATA, mE x pE xp AARE AK 到 范 
RAIER FATE XR GRE Bath), RX AKA 
BY. 

Bishop 和 Phelps pH] T #7 Banach 7S (AAR AA. At 
PIRSA Se ASR ER ESB]. FT AE Ak A EN ke 
ARA. 

Banach 2 HARRA SAE RRS hl. Sey WEG 空间 ,如 果 存 
“在 于 的 一 个 弱 紧 集 玉 ,使 人 二 spanK. 

自 反 空间 是 WCG 空 闻 , 可 分 Banach 空间 也 是 克 CG 空 间 . 

丰 关 自 反 空 闻 和 器 紧 上 生成 空间 的 更 多 的 烤 料 可 参看 [161. 

1. 不 自 反 的 Banach 空 间 . 

国 Banach 空间 ce WAG PEA fio 2 WREST A) AL Banach 
AA TETE o MKS. BT ce 是 的 真子 空间 ， 
Plies HFA Fe, 

Ke DA RAB Ml 入 均 不 自 肥 ， 

注 ARMA Hehn see, Lorch? lg 7 
“ARH”, 

BSXAR SX SX ** fe PE ey. TE A 
Sy Pe Za ea AX EAA ek ATX “EATS. Ak. BART oy 
Sk ig 25 fa] X* Ag eT zp eR AE Se he XB REE OB, 
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2. 一 个 不 自 反 的 赋 范 线性 空间 , HIS A. 

如 所 周知 ,车 赋 范 线性 空间 下 自 反 ， 贿 共 共 因 空 间 瑟 * 世 自 
反 ， 当 下 为 Banach 空间 时 , wie iA. WE EXE 
XURI AXZAR 了 是 由 XX 到 J( 玉 ) bere ee 
ie (XR EE, RR XR A XSAN, 
MEME at EXT Beat ON ee XB a CT (a) = 
O,a "C2" )=0, BTX AR. ALE eX", fe F(a") = 
oT" Boma * (F(a) =J ee") =a*(e), Bik et =0, 也 
OX (a aa" (0") PRX BR, 

这 个 极为 简单 的 证 明 是 由 Goidbergn*! 给 出 的 ， 它 只 用 到了 
Hahn Banach 定理 的 推论 ， 

应 当 注 意 约 是 当 久 不 完备 时 , 道 命题 并 不 成 立 ， 例 如 , 设 臣 = 
E”, da ELEXA 


工 
2 


tei=( Z1 Y, 


则 为 自 反 Banach 空间 站 的 移 密 线性 子 空间 ， 由 于 X 本 完备 ,版 
ERÄ. 

AIEX* = UPS, AMAA ERE, ERX ERES 
pEi JBI fF CX*, #2 Hahn-Banach 定理 ,1 可 保 范 地 扩张 到 
PRR C BEDESTEN R BUTEA FC)" HEEL SIS 
- Hey ee X i P(e) =f (a), BX te PB er eE- -确定 
W, BETE, XE SOES E. XE A AY Banach 2 
ial), 

3. 存在 某 个 不 自 反 的 赋 范 线性 空间 XX, 使 对 每 一 EX*,f 在 下 的 
单位 闭 球 上 这 到 上 确 哈 . 

容易 证 明 , 车 站 是 自 反 的 Banach 空 间 , 则 对 任 -一 EX”, EX 

PA fR ER ERAR Es EX, ejs Er eol 
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1957 年 ,James 证 明 ,如 果 六 是 可 分 的 Banach 空间 , 且 蕊 上 的 每 个 - 
FESR PETZ A ABE X A MPR EAA LA. PRA XBAR. 
1964 年 ，James 去 掉 了 空间 可 分 这 一 限制 。 在 刻 划 自 肥 性 的 特征 
th James 定理 是 最 强 有 力 移 .但 是 必须 注意 ,应 用 James 定理 必 
须 对 Banach 空间 。， 简 言 之 ;可 以 作出 一 个 不 自 反 的 赋 范 线性 空间 
X, EE 了 EX* 都 能 在 革 的 单位 闭 球 上 述 到 上 确 界 下面 的 构 
Hy James, $ 
= -ia max la |), = 1.2.00, 


Te 


B(GT) .=r CRH 
wed ~ 


1 


li=( 工 le) <+}. 


容易 看 到 ,已 4* 一 人 LER) KERNEN. & 


X =span{r = (zi, fe, Q) E Fist pn, 
Ta= EP ee EP JEP = ER Ph” 
XSi, ERP LEP [He lR DhE 
{看 作 等 距 答 入 ). 
显然 , 开 是 王 的 线性 了 空间 . Ae eM 00 
xe 
ym (Lees dyer IJEN CA, 
y= Ll, 1 1) EXC, 


ait 
| CR) — 
则 eg -STOT Cx ee COX AMER E, 
但 是 XSH, ER A 
Sirs (tap EEr EP ER) EV LS 


={é?[}, 
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REX =spank, BRM TMI. HeCX N 
r= 5 QY» 


其 中 yc 8,0, 为 实数 ， 由 于 ay CERD a= Dy. 其 中 


yi, 根据 总 中 元 的 构造 知 ; 对 于 = (ga tng ems 
ee Hm Mham EO, ER) 中 只 有 27-1 项 绝对 值 不 
H. 这 样 ， 容 易 看 到 
1 1 “1 1 1 

#=40),(4, i), (+; eS: ey bex. 
EREET PMs, Ake XA Banach 空间 ;从 而 不 是 自 反 的， 

但 任何 了 EX* 一 如 + 一 ( OBI, ) 在 X 的 单位 闭 球 上 是 达到 
上 确 界 的 ， 其 中 

(felt lz). 

事实 上 ,车 了 一 Lf。}; 革 中 f= P, oo bt), fnEla, ifalli = 


a 


工 jom]. Bt = (ztsa) ,其 中 od ce oe ym 


i=} 


CIA bee + If bee) 
i= FI 


ati 
= go 
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4. 等 距 同 构 于 它 的 第 二 闪 较 空间 而 本 身 并 不 自 反 的 Banach 空 
间 . . 

ig X Banach 窑 间 ,如 果 革 等 距 同 构 于 六 ** MAN BS ME 
自 反 ?James 于 1950 年 构造 了 一 个 Banach 空间 J , 它 等 虐 间 Ae 
Jr RETA R RAH 17)， 因 此 ,在 Banach 空间 自 反 性 的 
定 又 中 必须 强调 在 典 则 栈 射 下 A n, 

5。 存 在 某 个 和 无 穷 维 自 反 Banach 空 间 , 它 不 线性 同 胚 于 它 的 Cart- 
esian 积 . 

Banach 赤 香 出 下 述 问 题 :是 否 每 个 无 穷 维 Banach 空间 必定 
eee RAT EA Cartesian AX? 长 期 以 来 ,这 全 问题 县 而 去 决 ， 
H] 1960 年 ,Bessaga Fj Pelezyñski IDAR Semadeni 和 作出 了 
一 个 Banach 空间 XX， 它 并 不 统 柱 同 胚 于 于 ， 从 而 否定 地 回 ST 
Banach 提 国 的 问题 .1972 46, Figiel” 进 -- 步 作出 了 一 全 无穷 
HEK IQ Banach 空间 , 宅 不 线性 局 耳 于 它 的 Cartesian 积 。 这 里 ,我 . 
们 简要 好 介绍 他 的 铺子 如 下 : 

FA Gn RGR eA PR a = (a), JARABE 


[at Aler ape oF, 


maxlail, p= +o, 
an 


的 Banach Afal, WX a -yx21 为 Banach 空间 列 , 命 所 有 使 
和 A 
pe pa(So Ing) < pto) a) 


的 点 列 ? 一 zxjx2; 记 组 成 的 空间 记 作 { SOX.) , 则 


- id- 


(DOY, ) 按 (D) 式 定义 的 范 数 为 Banach 空间 .可 以 证 明 对 p>>1 

及 每 个 适合 limp, maxt2, PBR KA (pdt, FEE 

PRAM (23.2.1 AK Banach 空间 X = | Ou) REEF 
`m] P 


X*, ERRERIK, 
6. —*# 75 Banach 空间 ， 它 的 每 个 自 反 子 空间 都 息 有 Re 

的 ， 

Banach 空间 1 RA MRDA SEL MEME [的 一 个 
自 反 子 空间 ,那么 单位 球 {ziszE 弄 ,zs 过 1 是 弱 序 列 紧 的 ， 由 于 
i 中 点 列 的 强 收 化 与 弱 收 仇敌 此 等 价 ， 因 此 ，{z:w eM, jeja 
fae. FAM, BAAS ULAR FA AE. 

注 Banach 空间 co EPEAT ER BRT a hl {参看 
37],p. 194), 
了 .一 个 自 反 室 浊 的 连续 象 , 它 不 是 自 反 空 间 ， 

设 I 是 自 反 Banach i f Ble, 内 的 得 等 算 子 ， 由 于 eco 不 
含有 无 穷 维 的 自 反 子 空间 , 故 )RBA RAI. 

注 容易 证 明 , 若 Banach 空间 7 线性 同 须 于 自 反 Banach 空间 
X YEAR., 上述 反例 说 明了 在 这 个 命题 中 , 工 线性 后 且 于 
X Ag He PEAR BE ES OY EX ty ERE ERR. 
8. AA Banach-Saks 性 质 而 沾 具 有 Banach-Saks 性 质 的 

Banach jB). 

显然 ,具有 BSP 的 Banach 空间 必定 具有 wBSP。 $R Tiid fir BIE 
ARI. ClO VEC ICL A te Zoey ME T PAARS, BM 
Serb ETI, ie antao, AN 


* x 


| Loe Fe l OC k20), 


i=l 
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Tish’ RA wBSP， 另 一 方面 ,容易 证 明 ,7 BEA BSP, 

$ Banach 空间 co. £00.12 LRA wWBSP i KAA BSP. 
9. TAA Banach-Saks 性 质 的 自 反 Banach 空间 ， 

Nishiura 和 Waterman SER T de 4} Fy BSP pj Banach 

SAAR Beas. Sakai? GR PR, Ae eA A 

Banach 空间 而 它 没 有 BSP? Baernstein' 1 于 1972 年 给 这 个 问题 
以 尘 定 的 回答 ， 这 里 ， 我 们 把 他 的 例子 介绍 如 下 ， 

我 们 用 ? RREBRH ARASH, MR? He 〔 即 ?中 元 
素 的 数目 ) 志 ?中 的 太 小 元 素 . 术 代表 一 切 上 其 有 土 述 性 质 的 集 ? 所 
成 的 集 族 ， 所谓 ? < 之 y'， 是 指 ? 中 的 最 大 元 未 小 于 yy" 中 的 最 小 
TR. YEr, Ma ={a n ARH EL 


ofa y= Solel. 
EP 


ity CL 使 得 papa (ke 1), EA 


rene 


atin P(r ) ， G 


[z] = sup olr {yi}, 
这 里 sup EIRA EREI v ERRI IRE A RA e Be 
jeje- RRA e = AZE, HEE EES 性 运 算 如 
W. RE (五 ,| “站 为 …Banach 22 fal, 


& e,=(0,0,+++,0,1,0, Bile.) 51, AAG, 
eh EWA RSE Aia (2) 


BRECH MAW James 定理 (参看 第 五 章 引 言 中 的 定理 
4), EAH Banach 空间 ， 些 外 ,由 于 {en} 是 龙 的 政 缩 基 , 故 
fe.}SucaeF 0. WEI BENER RIEA S h AA e MAS 
Ee. EEH BSP, 则 存在 4es} 的 子 到 {er 了 ,使 
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路 
--. -1 
Se 
i=1 


ASOT SBR CRD Bee Be Me Oe > TEE ii LAX Se 极限 E E 0, ART 
这 是 林 可 能 的 ,因为 我 们 若 取 ?一 18(8 AT i) 9 +2), ---, 


4(2%)}, 则 可 证 对 一 切 w , 均 有 jon 六 二 因此 ,五 没有 BSP . 


现在 我 们 再 米 证 明 陈 述 (2)， 我 们 首先 证 明 {en} HEE WY AE. 
为 此 任 取 Y Ge, FA 


it 
人 一 一 $e 
i=l 


假如 {fe:} 不 是 的 基 , 那么 在 在 we E, tH nT x] 1. 
heal A lel >L FERNE T PTAR Bl yy Pu 
使 得 


Pils 


Saale ťa 1, 


y= 
Bem BRE voc PRA TC RAY IE ER PP | 1. eR 
Er AEA na Sv pcg eet OY pee ERY pc Ya 
Aa . 


Fit ELD? 
dS] alz, y Ys SE ong, y >l, 
上 二 C1 ;7 十 上 kopll34+t 
piay 
因此 EA 
eed 


继续 这 个 程序 ,我 们 得 到 jzj = + co。 此 与 z 所 至 MIE. Pt. 
fen} 是 殖 的 Schauder 基 . 

莹 证 {es} 是 有 界 完全 的 ， 事实 上 i reinha PK 
列 ， 使 得 
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BW «ek, Atle JR ew, 四 此 工 vie 一 z 特别 He, 此 


PBC. GREAT Hele MEARS. 
FAT BE UE Hae { en E Wc AY. 1A STE A aE eC ER 
| (Ee) 0 (e=), (3) 


elle 1 P| 


假如 (3) 不 成 站 , 则 存在 50 和 其 有 pa) 1 的 严格 递增 的 
TEER PEM) Paar, ARB PRR {ao}, Ae Pi, 
ala) od PHIR ARS pm) sci pCm +1) i LAS. 
WAH s=, F OS, m 

O(nj=O(n—1) + pCOCr—1)),#=1,2,°°+, 


1 
ila * a cm) 
e m Dn 1 a wo? 


Hi + 二 {xi} 是 由 等 式 
一 PP (pO(n— IDNAi<p(Qn))) 


WA A STA, AMR AREER sE E, 那么 + 二 Slo” EEr 


fol 


eae ATE L ulo Tiest. FR 


从 一 并 


1 in-l1 


tn} ad a 一 一 - m 
ul Jee Q(n}—G(n—1) na C ? 
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Pit, BBS ula”) 发散. 此 为 了 矛盾, 这样 就 完成 了 {es} 是 户 的 
n=1 


Wie 4m BE WHE AA. 

现在 我 们 就 来 证 明 ec CE. AE Rive a 1) 式 中 的 序列 ， 
WE =],2, 

A= {kiy RU hrc € Cp(@(m—1)),pCQ(n))]}, 
FES wa) 是 党 4(8) 中 的 最 天 元 ， 据 2 的 定义 ,当下 E 4(8) 且 
kum A oley =o ya), REFE 


L a(t paS o PEHL Pun), (4) 


kE Aind 
据 2 中 的 定义 ,我们 有 | mi <n ERI RHR ER (4) 
的 男 一 项 o(#, yew). G Yumy Jy", X Ey =n, 
p(Q(n))), p=" Fole, py 二 oo pyan, 此 
Sb vam el, Ak, MR cr 中 的 项 数 小 于 ple tn), 而 每 
一 项 县 有 形式 aNOLO(N)—-Q(N—1)}", Hp Oke, Nos 
n+l, HF OCN)—Q(N—1)= p(O(N—1)), fam Se? ie 
的 , 故 每 一 项 必定 小 于 RpCQCR))J', Biola, yp") <a, 
从 而 
a(4 Yue 2=Lo(ae,y)t+a(e,y")} 
LAR? 
由 此 可 知 ,(4) 式 右 端 之 和 小 于 oe") FÆ 


ole y= >» ow pi 


Rel RE ACK 
—2 
Aj snr tatoo, 
n=i 


Hrer, W, 
10。 存 在 Banach $i X, X AAA Banach-Saks EA. mA" 
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具有 Banach-Saks (if, 

林 期 以 来 ， 人们 不 知道 当 Bauach 空间 互 具 有 BSP, X*4E 
EMRAT BSP 或 等 价 的 , 当 X* HA BSP H, XET GRH BSP. 

命 闭 泰和 张 文 租 以 及 Selfertt2 各 自 独 立地 指出 ,Bacrs- 
tein SAA Riot Ay BSP 的 Banach 空间 的 例子 作 稍 许 改动 ， 
得 到 -类 Banach 空间 , 它们 本 身 不 县 有 BSP, 18 tH li) HA 
BSP, ik, ARH ree EP eT PEST AP 

Eo RIERA MENA RE, Ao <min{nineo}, W ho 
为 可 多 许 集 ， 令 下 一 {c:o 是 可 允许 集 }、 对 01,02E 厂 ,规定 

oo, >max{nineo,}<min{zineo:}, 

PRAT PE BAe} CE ARI. Boo kL 

Heer Rw ={x,} HEM 


s(w,o)= di lz]. 
MRA Lo FC, HM 
sape Listen)” 


Al 
jv],=sup satr {rp (l<p<it+oo), 
KE, EARGED FATE RHA}, 
& B,={x={2,}: |e) c+}, <p +o] 9 的 证明 
容易 得 到 {en} 是 83 的 基 , 但 是 ,Bo 不 具有 BSP, 
下 面 , 我 们 证 明 8% 共有 BSP, SOR AME, dalled, 


引 理 ie Ere E Bo lel<i NAHER ,有 


H 
| 2 Tili 
1=1 
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证 ETEA Cia] i lED sca? -*( Jal? + bl, i<ca< too 
K B, 中 范 数 定义 即 可 。 证 毕 . 

SITE. AA B E A AH C83]. p.79 知 只 须 证 明 存 
E A O<2d<2), 对 任何 | i= Z NFIB, lyth<t y-o. 
存在 nista fe | ye. + | <6 即 可 ， 

对 任意 >0, 满 足 8=(1 十 2)2F +2 a 之 2， 可 选取 N. 使 


| < 由 于 如 0， 故 对 任意 有 >0 


(neo), IME N: >N, 使 | vrs, | <e sk 


E yrf, | <t+e a) 
INi +a 


Yı 
yf | <1te, 
i=1 


tE r EE Sre CB, ie] =:1, {E 


| Es f EM | 


-Dy Sop oe), 
-i—i i=¥j+1 
故 由 (1) ,得 到 
Iisa (Dnr D wf e+. 
i=1 i=Xı+1 


(l 


NL 
<a+e)(] AF | 十 | o er | )+2e 
i=] i=WI+ 1 
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KIT be) + 2e=8, 
证 毕 ， 
11. HAS Banach-Saks PERMA ARH Banach Sei, 
Banach 空间 1 具有 wBSP( SEBI 8). DEHE AR. 
12。 息 反而 不 和 具有 弱 Benach-Saks 性 质 的 Banach 75}, 
Partington!" 正明 了 一 个 了 Banach 空间 具有 BSP Y HEH 
EMRA wBSP 又 是 自 反 的 . Fee. 9 Ay A ke Banach 3 iif] 
就 不 具有 wBSP, 
13. Bo Banach-Saks 性 质 而 不 趋 自 反 的 Banach 空间 ， 
于 面 的 例子 属于 Nishiura 和 Watermant**!, 
考虑 满足 下 述 性 质 的 Banach 空间 类 : 
存在 OE (0,1) EMEP AA eo} lel, Alen} Hee 
于 0 ， 则 存在 2,5 ta 
| Ea, + nf <26, (1) 
Kakutanio ”证 明了 每 个 一 致 凸 的 Banach 空间 满足 这 个 性 
质 的 其 它 形式 ， M Kakutani 的 证 明 易 见 ,这个 性 质 落 i wBSP. 
设 BAM bS (baet bO ATERA i 维 线 性 空间 , 令 
ef = sup lost. 


对 2 >1, 令 ( OB.) 是 点 列 5= {b} 所 组 成 的 线性 空间 ,其 中 


bE 5, 且 满足 条 件 


lel=(THI Y <+, 


1 


Day 证 明了 空间 ( DOR) BERG, RRR ET 
i=l ? 
- - 致 四 的 Banach 空 间 (参看 第 七 章 例 5). 因 此 ,( OB.) 不 是 超 
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自 反 的 . 


EAH LOB.) 具有 性 质 (1), 估 而 它 具 有 wBSP， 


RUE DOR) 的 单位 球 申 的 点 列 , 它 弹 收 化 于 0, 这 里 ， 


b= {oT} bE B(m=1,2,++°), AE o> 0, FETE no 使 


BOAL ece, 


_ HF (6"} pgo ee Eika TO, WEA. E 
a [ai] ?<e?, TE 
[D HD JS +++ Oh bE aye 
TYCO + Oblast I 
„I 
= (20 hk+ Zl Y 
Peay > ng 
+ (20 Werle = Dieu? ye 
“21+ 1); l- (ert ety? 
= Dre), 
ye, 对 86E C27" IOAR, 


空间 ( LOB.) A RAAT WBSP Hee A BSP, 
oa fp 
1. BRM Pe Banach 空间 . 
Xj rs (é io ERE, [oli Ef léi i) Banach %0] (RI, 
-上 是 自 反 的 ; 伺 它 不 是 严格 山 的 ， 
15。 没 有 Banach-Saks (£6) RE — Irah Banach 空间 ， 
Huff Usi n ET eat — Be) (nearly uniformly convex) 


e [93 « 


Banach % ie! X $5 
1 7 Mis,}OX, 


ak a,020,151,2,- . 


ie Į t 
a~l, | Sag, | Kå 
i=l i=l 


Hull $ BiB - -Stih Banach 空间 具有 BSP, Zhang wën 
yoo, Ya xin tai EA Hult po ADE poy, degie 2 a 
NUC 空间 此 一 个 充分 铸件 如 下 : 

Ii BEX ALE AGA Ge Banach 3 fal EW aA ES 
e>c, edi, Hre X jalgi, | Packed 总 省] 了 -了 ,xl 


tT a 
rer < 了 了 | A 
Ee bYe AEN UC iE] XP Ae= > ZF sH > ， a ri. 
bed i= 1 


RH Be Ay REEE a FT RRS Ey ROSS yA 
Bobo, CRR- WAAC AW a RRI By < y', 
2048 y DRR Meebo. ever, Kesis ea 为 一 实数 
FPEX 


se) ME 
my 


iz ivo OTE yaly Rl, OL 


人 {x ceva) 


并 定义 
[rla supos {y} 1 <p<+ o, 
这 里 sup 是 对 一 切 具 有 上 述 性 质 的 集 列 (ty 来 取 的 ， 令 
By={e={a3: hel to} 
则 ,是 没有 BSP 的 自 反 Banach 空 间 ( 参 看 例 9 ). 
SEB ENUCS I, Bee 0, Wed =e)", & | Ph > 8, Bt 
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PE ICE Ay Sy (RS 1) :使 得 
Tal Pat {yh >l e, 
Pin PETRE- EE p Ar EDEA, AFRE R, ya 
NAL CTs yp {etl n+2,---3Cr, PRs, 
PNL ‘Ly Aint i,nt2,-++} (APEME AE 4), 
iit. RATA ARV LL 2. ny MIRED w+ 2, ETA 
RA yh ye Sy (A 1). aay 
Gal Pe tye \{l.2,--+ nh} 
Lol Por ty Min tl nt, .0D)? 
=LA PS, 
Pet} Hop (Paw ty, M1 .2.--- eth), 
FaF -Pas Ly}) 
=o (E Pan tv Nin Eln +2, G). 
十 是 我 们 得 到 
oT— PaE AY DEL ot Pat yr) 
<i-(1-e") =e’, 
Fi COREA, AmO Paje] se. tee, B,NUC 
空间 ， 
16. ~P RA TAEA M Banachi, CR SREB 

Pl<Sp<+ 09) BF Sh, 

Banach URH PR inl as ee Po Ae Banach AA 
AF, ERs Fe, ae RFP ORENS pa 
二 CO)? Tsirelson’? Epe T —? SAT AR Banach 2 
疝 , 使 对 任何 1 委 p< +>, CRAB RFP MSS, 实际 上 ， 
Tie A SE fal ME es el. BAe PR A 
+ EF Figiel#yJohnson!**), 

信人 一 再 "es 一 (0 -01 0)。 


=. 125 


对 z 一 > a,e,€7,,4|a,=maxle,|, mm, A 


n=l 


k 1 Pi+l1 t 
leim = maxi] ziaz max}. SO Aan ， 
人 i=1 Í H=Pit 1 m 


RE {ER E imar HAS py p e palk 1,2， 
…) 来 让 的 ， 蜡 的 ,对 任 一 ET [2] =lim]al,fe¢e ee: lE 
xT T ERS. ` :个 HEEL. x steal a RET HY SC it Zs fal T igi 个 


正规 化 的 无 答 件 基 . 于 外 ;对 任 一 z-: bae eT, Ff 


we Ll 
į ok i i+l 
[zt maxi maxla,f 2 supl $i SO aut, | ， 
L i Men 二 il 
1 
REL P< Pose A Pp Ae aie, 
Piet 
办 此 ,对 任意 8 和 任 一 和 = BO ane, 1 kt Sk k Spy L 
r=P;-- 1 ` 


tre p LAR RD FEB C ttt Co MFT 
yole | 了 Pi 
i=l d i= 


THU aA TRA AiE M Tome TY (p+) H EE 
i, JER. EE- AET RS A RERNE FETA ee E 
ay FRC). 
ATTRAE, BAS EPEAT cai Pe BL, 
Alfa 7 de A bey, 

RR MCAS EMRE S PAR RAC 95 FN d a 
ül. 
17. James i]. 


act Datel. (1) 
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Janmestli] 在 1950 年 针对 当时 获 测 “Banach 空 间 工 线性 同 腑 于 
XEHEA RAs BAST A HEM XA RAs 或 
X** al 4) HE XE BRETT TSE EMT BABS ak 
RZA James FED, AET ba RO Fan 

设 了 为 满足 下 述 条 件 的 实数 列 * 王 全 所 组 成 的 实 线性 空间 : 
w= {EEF MAMA imi, = 0, 4E 


1 


[atsan 32 (Erua En) e (Earn ”| < +œ, (1) 
1 


K supë AnA RATAREA EE ki o, Ronn 
(klk Rn RR HCL) He | | 为 2 上 的 范 数 ,并 
- 且 按 此 范 数 构 成 一 个 Banach 空 间 ， 

首先 | 确 为 范 数 ， 为 此 只 须 验 证 三 角 不 等 式 成 立 ， 设 “一 
{Ey 二 {所 J 了, 由 Minkowski 不 等 式 得 到 


pes 
a 
bs LETY T frai Ern T Naa)” “E CS naar Thies ”| 
Li=1 


A 
iy 
| + 
i 
J 


n 
< 全 (eas — Én) t E’ kanai 
i>i 


> 到 
JÈ Éen i A 7 + Charana | 
sirit ly!, 
REA E yie y 
KBE, HE} (22 1,2,6° ys Ay Cauchy 列 , 则 任 给 - 
oO, FREER Rn, 4 Mm, SIE Ry Er, 
fs ,一 so = wis] (29 8-6 + Ey 
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E 
+( kiea Ettei | Ke, {2) 
TAME RTE, IES — EV | <eC s,m Sey) LEO ET i 


WHCauch y fr FY , 2 
lime,” =k. 


maw 


记 z 二 让, 束 证 zEJ. 由 (2) 知 { 令 s 一 00) 


2 Sa = Eina T Ée TÈR + Cana Eke fxe 
BELA [Erener — Steer E8. M Ema + OCR 00), AE Er POC 
00). TARE, MA fErau SEa Sn, + EV ie 及 ELM eG ec 可 
FF Ee OCL > OO). 这 样 一 来 (5 i RDPB Ah BI 
BEL RAS Fl Ee ak FO, ALBEE; > Ci» 00), 

EPE s> co, PE 2 te] Se(meny), Abeta J, 
得 # Ed rE J, Ataer, 于 是 了 为 Banach 空 间 ， 

James 空间 有 于 列 基 本 性 质 ， 

G) J 为 可 分 的 Banach 空间 :few 是 了 的 收编 的 彰 泣 大， 其 
中 en 一 (0 01);0:)。 

(2) {ea} 不 是 有 界 完全 的 ,从 而 J 不 是 自 反 的 . 

(3) 了 没有 无 条 件 基 . 

(4) JARAMA IHE HAF ie nA AE SG A 
完全 基 ， 但 不 是 收缩 基 . 

(5) FG Sigs J 的 所 有 共 施 空间 都 是 可 分 的 ， 

注 _ Edgar 研究 了 所 谓 长 James 空间 。 作为 一 个 反例 ,给 
这 多 未 解决 高 问题 以 否定 的 问答 . 
38， 非 次 自 反 的 赋 范 线性 空间 . 

闭 区 间 [0,1I 上 的 多 项 式 前 全 体 作 为 Banach 空间 C0119 
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子 空间 是 不 完备 的 ， 它 因 然 不 是 次 雇 及 的 . 
$ FAEH, Hilbert 空间 的 栅 和 窗子 空 间 都 是 次 月 反 的 . 上 
AREA T Banach 空间 的 稠密 子 芋 间 不 必 是 次 自 反 的 . 
99. 不 完备 的 次 艇 反 空 间 . 

Hx X %y Banach 空间 2?(1< p< +c) 中 除去 有 限 个 化 标 外 枉 
为 0 的 元 素 # 二 妖 收 的 金 体 , 央 人 是 一 个 不 完备 的 冉 范 线性 空间 . 
BR, WEA RA. 

Œ Bishop 和 Phelps -F 1961 i, a+ Banach 空间 
WAKA RA, A 18 和 例 19 说 明了 对 于 一 般 昔 不 完备 的 赋 范 线 
性 空间 ,可 能 是 次 自 反 的 ,也 可 能 不 是 次 自 反 的 ， 

Lindenstrauss!*")- 1963 年 指出 , 4# X, Y $ 4 Banach 2 
MAX A Ra M ECX, Y) PRP AMER ZRELCA,Y) 
BE. 

Schachermayer tF 1983 4279, BHAL, Cp Bik Fl 
TOR CRE L, COPRA E L= LEO, 1 一 CL0,1J]， 

Peck 4 (3804, Bishop-Phelps 定理 不 可 推广 到 Fréchet & 
H. 

EI RAL, Lp RFA BERS RELL, LPR 
7 这 是 尚未 解决 的 一 个 问题 ， 

20。 基 有 有 界 完全 基 而 非 几 乎 入 反 的 Banach 空间 . 

Banach ZH XAL RÁS Somewhat reflexive), Eti 
它 移 任 一 无 穷 维 闭 子 空间 都 包含 一 个 无 穷 维 自 反 子 空间 . 

Banach 空间 i 中 的 基 ies} 是 有 界 完 侈 的， 事实 上 ,车 

vo] Ge; | 


tt 
= sup Stlal<+co, 
nos 


ny do jalat, Ait 并 air, HERE, 
i=l i= i 
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另 一 方面 ,i 不 含有 无 穷 维 的 自 反 子 空间 , hl E 
的 . 

注 James! 证 了 明了, 若 Banach 空间 开具 有 有 界 完 全 基 H 
及 * 是 可 分 的 , 则 科 必 是 几乎 自 反 的 ， 土 述 反例 说 明了 在 这 个 命题 
中 ,于 * 可 分 的 条 件 不 可 去 折 ， 

Willian 和 Singer PUJA, JLE A E Banach ZER HE 空 
间 术 必 几 乎 自 反 .几乎 自 反 Banach 空 间 航 商 空 间 也 未 必 几 乎 自 反 、 
21， 非 能 紧 生 成 空间 . 

Trojanski? Egin, 如果 一 个 Banach 空间 是 WCG 空间 ， 那 
么 在 它 上 面 可 赋 子 等 价 的 局 部 一 芍 几 的 范 数 。 由 于 Banach 空间 
f 上 不 存在 符 价 的 局 部 -一致 山 的 范 数 (参看 第 七 章 例 10) ,因而 I 
不 是 WCG 空间 . 

22、 颖 不 可 分 也 不 自 反 的 弱 紧 生成 空间 ， 

自 反 空 间 是 WCG 空间 , 可 分 空间 也 是 WCG 空间 , 而 WCG 
AARETE R. waaay. 例如, i r 为 一 不 可 数 的 无 限 集 ， 
W Banach 空间 (J 联 不 可 分 也 不 自 反 .由 于 单位 向 量 集 {er; 
rel RS. AEE Tae YE eo) 中 是 稠密 的 , 故 
ef) 是 一 个 WCG 空间 ， 

23. ETA BS Banach 空间 ， 它 的 每 个 闭 子 空间 都 是 弱 紧 

生成 空间 . 

fohn 和 Zizler 5 证 有 明了, qf Banach 4 fe] ¥  WCG = il], 
A.X LRAT A Fréchet 可 微 范 数 ， 则 蕊 的 每 个 团子 空间 都 是 
WCG 空间 ， 央 为 cyt 丫 ) 是 WCG Shh), HAAS A Fréchet 范 
# (SBS EB 22), he (FP) PETATA N a E WEG 
fil. l 
24， 存 在 某 个 绊 紧 生成 空间 的 亲子 室 间 ， 它 不 是 弱 紧 生成 空间 . 

WCG 空间 是 自 友 空间 与 可 分 蚂 范 线性 空间 的 推广 ,可 分 空间 
的 了 空间 可 分 , 自 友 空间 的 洁 子 空间 喇 反 ,十 是 ,Lindenstrauss ”1 
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提出 问题 ，WCG 的 每 个 闲 子 空间 是 否 也 是 WCG AHE 
Rosenthal 于 1974 年 举 出 了 一 个 及 例 ， 说 明 WCG aril ait 
FS Rie WCG Bil, fee, i 


R= fre Lio, iirhs f r(t)dt=0| 
D 


KR (0,1)? EAS See, W, LONE WCG 空间 ， 对 任 
Brook, WMO, RAES Jo PR AMER eCo, 1], 
f(#=r(e)), MEF ELU 4 X,=span(f,i:re Ry, 可 以 
证 明 , X Clb Ce) 不 是 WCG Zi, 
25. BER SSRERSE), SAREE el Bae Sl 
i, Banach id (ge WEG iy. mag gi EW ON A 
WCG 空间 [参看 例 21), 
26. RSPAS RE MS], Bess SL aS Re Sal. 
Johnson $U Lindenstrauss! HHEH 7 —7> 4h WCG «8 fa] X, 
使 XE WCG Ar, RY Pika F: 
ANERER, SIN tr er} HRA AE BAMAR ST 
RR or AN, ON, BARR. BE T 有 连续 统 的 势 . 
SE— rel AC, RAB N, ARIER. eX, EMC, re 
Pye, KRM], 4X, be IH 


PES + 小 - max | 于 se y 2 (Siae) h 


procer ET ÆRA R: mA. y Ceo. ds 1 Rb 
rak., EVADE wo Xa a,,=lima(n(ne Nis Be 
PORN WEES ER, MIRE o |] “由 ?的 党 备 化 空间 ， 
可 以 证 明 , X*E WCG #0, WX PH WCG 空间 ， 证 归纳 节 可 
BAA lx. 

注 0 Lindenstratuss1lag 提 出 下 述 癌 题 ， 能 谷 作 出 一 个 Banacp 
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EER N sis (ey Pee as a XC* dk WCG 空间 , matiit 
JEBEL] 都 是 WCG 空间 ? 

Lindenstrauss $ Steg ui T 一 个 Banach as [A] x, 使 
Xn WCG jah mi XC" RE WCG 室 间 . 

Johnson #1 Lindenstrauss!?8*4g4% T — Banach 空间 X ;使 
GX BE WC 空间 ; Ci) X* 是 WCG 空间 且 X* ATC ASAE AS 
Gi) X Afr hy Fréchet H AiE (iv) X* 9g" oq 4) MBX Pe AT 
BAR C 的 不 可 分 的 子 空间 。 
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BEE Banach ZAIE, Jerr tE 
及 范 数 的 可 微 性 


518 
这 一 章 主要 处 理 的 是 Banach 2 AAG COPE. IC EE eT e 
性 方面 的 例子 ,我 们 党 归 纳西 性 的 各 种 主要 定义 ;然后 指出 它们 之 
间 的 联系 . 
EXER M RE a Y CXAR, 2,1), SRM wal 
EF + Yn) | 
A 


= Hye =1 klim | =1fE HE Him x, — yn) 9, SBR X 
ESAL, REX ARER LEUR, 

显然, 蕊 为 一 致 四 的 充 要 条 件 是 ,对 任意 > EEIE), 
4s, ¥EX, leisi I< le—sleemt, 有 | FS | 


<1— öle). 

设 X 总 赋 范 线性 空间 ,zzsE Xle=1,2,), MBI l= 
zj 一 1 及 limjz + 2,|| = 2 能 挫 出 imlzv 一 [一 0 则 称 工 是 局 部 
二 玛 四 的 ,或 称 并 有 局 吕 一致 中 的 荡 数 ， 记 作 LUR. 

显然 ， 为 局 部 一 致 凸 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 >00 及 任 一 
二 | zj < 存在 d(e,a)>0,4y¥ EX, yS |e—yl Sekt, 


就 


t 


oh 


aw | <1—6(e,2). 

赋 范 线性 空间 X 称 为 弹 局 部 一 至 出 的 ， 并 记 化 wLUR， 是 指 
EX, snEX(n=1,2,.), bel=lel=L Mimie e] —2 
by iz, sepia ys, 

显然 ,了 ypa- REER AEE Be Oe CX, 
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1 有 

pt | >1 一 Se ,站 时 ,就 有 |F(s 一 | <e, 

noes LX RODT He as ite R, 是 指 XA AR S 
PaAI IEE IL RR, 

定理 1 Ue XA Banach 空间 ;, 则 下 列 断 言 彼 此 都 是 等 价 的 ， 

CG) XE, 

GD 态 上 每 一 点 部 十 单位 闭 球 B= 一 {zw EX: lel} A 

Gii WAH Ee. y. |e} =lyl=1,4 ety 时， 

le ylas iyl 

{iv) ACU EASA MEy de Ly] Shel + Iyika S Be 
y= eray, aO, 

OO WEP PON ESEESA qeren P(e Sl. 

Banach R ALX PRAE Aam BOA 记 作 MLUR, #35 w, 
Tw Ya C X Eja S 1 lea], lyka Ah 2r Ceat yad 
Ya 一 站 人 

显然 ,七 为 中 点 局 部 一至 向 的 充 要 葵 件 是 ， SPEER eho, ee 

Xie =1. Fe fC, 2) >> 0, ETRY 2,2. EX, le i=|e./=1, 


| x -ena cole nih A e selce, 


P EERTE M X AER AGH TEX, Heje], 
{ra e Frl lEn mlo, 
7 HEME 28 HA MEHER. MEX AAR, 


赋 范 线性 空间 ed IA fEURED, jA SARS 
LEX ay EA, {| tal, IEA li ESEJ + ¥ all 2. Ey Ya 
a,2h},a,>0, 


典范 线性 空间 羡 称 为 弱 一 致 是 的 ;并 记 作 wUR. 是 指 Vas Vn E 
X fE eall yl 1, |En H yal >it. (a. yah Ue FO, 
WA FE ER AE 2 IB) X BRO SS SESE p — Bf. FR PRURWC. 
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ICX, tayn EX, Elen] yah ii Eat Yale? fan Ynt 
HOWE ahh. 2=0, 

设 (X ,有 hx) 与 (Y ,| 上 7) 者 是 Banachi, TX, [> 
CY) ARREST. Bee Xe 

Well -lalf pra lee, 

WIH EEX ERE” AIS PRE 1: 等 价 。 

SiO HX, lo A ERE Meee, W(X, 
TED aR SA HOA is Ba E, 

Banach 空 闻 各 种 主 到 同性 之 疗 的 关系 如 下 图 所 示 ， 


al i hee A 
“KA => RB ay ae 严格 凸 


中 点 局 部 一 致 凸 
EX Banachi i] e EX, erl MAKE Ric xX, 
syi =) iR 
iim iyl —[ zl) 
>ù 


存在 (对 y 一 致 存在 ) ， 则 称 在 zo 有 Gateaux (Frëchet) 可 微 范 
数 ， 如 果 吉 的 范 数 在 马 的 单位 球面 人 上 的 每 .一 点 是 Gateanx(FTE- 
chet) nf fay IBS FEM aX 47 Gateaux( Fréchet} wl Ase ae. RR 
GUE yay ik, 
eX A Banach?s jij, —A J XB RAR fa] X* ABR AT + 二 了 ;如 
RG ejs 1S |f 51S flr) GDES f atf 则 称 它 是 支 
EX A Banach 7S fal, SCX) AA Tp ALE SR ED a, C SUX). 如果 


H MRA a © S() 称 是 X 的 非常 光滑 点 , 则 称 XAET 
的 ,其 中 J 表示 从 X 到 X** 的 由 则 映射 
by Fears E SCX) FES A sh ANE HRM, BFR x, 为 
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的 光滑 点 。 若 每 个 +E 5S(X) 都 是 六 的 光 涡 点 , 则 人称 是 光滑 空间 . 
定理 3 若是 Banach 空 间 , 则 下 列 断 言 彼 上 比 等 价 ， 

(i) ay 是 光滑 点 . 

GD ERR o: SCX) > SCR") tee, EM BEM 
的 . 

Gili) 存在 一 个 支撑 映射 SCX) > SCA"), ewa 
连续 的 . 

Civ) FEMA re Go GM. 

定理 #4 AXE Banacha H, MP AR Slt SH, 

Ci) zo 是 非常 光 浓 点 ， 

Cit) isir Cyt FCSN), rž (xol, yt (eel, NM 

xy -y3 Šo, 

GD TERRY oo SCX) > SCN") 4E 2, VERS 
的 . 

Civ) FETE PC IA on SCX) > S(X*) BH ey BHR 

一 个 Banach 空 间 了 称 为 Asplund 空间 ， 是 指 和 的 每 个 开 凸 子 
SE EE MRO PEE 的 一 个 稠密 G, 子 集 上 是 (下 可 微 ) 
的 . 

—/* Banach 2 [a] X § Hag Asplundia, ATH X WET IY 
FRE BFE MBS ES EE eG, FE LEO THR 
的 ， 

Asplund 空 间 有 许多 等 价 条 件 和 重要 性 质 , 污 省 可 参看 [16]， 
k ERAR. 

1. FER ECA Ea pha h Ea ARAT x。 县 
kali jef Eie R t F xo, 

HAIEN. E X EAR eR ay, eE, gi 
AG and BRAF roe X, SAMY ira) BOF sB lel 
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半 sol。 对 于 非 一 致 目的 赋 范 线性 空间 ,这 一 陈述 并 不 成 立 ， 例 如 ， 
在 Banach 空 间 c 中 到 za。 一 (人 11:0: do 一 (1 FER 
F=f} E*l 98 | 
Fr =o fi > f= fre) (n> co) Bee EMCEE ores ML, 
[a= fed<1,4ehed etre. 
e,—axol—h(O.-+° O,tst,e ) I=1, 

可 见 {z。} ABRIL xo, 

= Kanet $2 Hy, AX 2b— 0] 4) Banach 空间 , 则 在 守 上 可 
JASAR EMRE h EX EULER E WEE — Be te 
AFURAIA Ale he eel, 就 可 导出 {xnj} 强 收获 于 
Be. 

Riesz 证 明了 , 设 z ,xsE La, blac pc too), Bed 
-Fa. Eleias MFR Fa Mie ofp 0. 

Kakutanifi it. F Fe Se Banach tij, bik ar ML RE DA 
而 推广 了 Riesz 定 更 . 

Browder 证 明子 ,一致 心 的 条 件 还 可 减弱 光电 部 一 阁 西 ,但 不 
Bey 55 Fl os JA Ec. Browder EM OTA fH Riesz BB tear 
We se Rok RRO. AR BRA Sb APRA. BI 
MCHA X A Aa, > je eos 时 ， 必 有 
1z, 一 z1 一 0.Browder 指 出 ,具有 性 质 H 的 赋 范 线性 空间 未 必 严 格 
凸 ,从 而 又 引进 所 请 具有 俱 质 HR 的 赋 范 线性 空间 。 赋 范 线性 空间 
NOU ATE GR RHE XA PER PO, Browder 指出 ， 
具 右 性质 HR 的 赋 范 线性 空间 求 必 有 自 反 ， 
2, 一 个 一 致 吓 峰 范 线 性 空间 上 的 非 替 连 续 线性 泛 函 , 它 在 单位 闭 

球 上 取 不 到 极 大 值 ， 

在 线性 空间 WO Le Pe P= CLS ID, 其 中 eH LSE 

E” E A- REAR SAS A) TEE SB. SE 
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EERS pis MAy] ENa + yl >2 一 时， 


由 等 式 


得 到 


Jot yl? + je y=2lzl:+2ly) 


lr— yj d-e + yl eaa) 
一 4 
Pry e—y[<e, eit. E eee, 


& f(a) =, MS 8 RRA, H 

. Iole Oo) tzl, 

He PRA TY, ATERSE, HL 
ifs <( iss at) 


i 
F 


BAM HGE Am me=(1$,--,4,0, 
"1 
EG) O n (EAF 
zl ‘1 4 7 nai 中 
(E) 
en Fo L 
Sa IF = sup ep Daa)’. 
rh Fmd AEB AD Hi 
ne (ER). 
比较 (1),(2)， 得 到 1f1=( 沁 a), 
n=] 


wr 


MER r= {5.} EB"， ete- (Xie) <1 ,出 


a 
2 


1f(z) (ŻA) (Zier) 
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<( Ek) <iF 


Fe, f FEST RR LAGE RA RA Ff. 

注 — grh Banach 室 间 上 的 非 零 连 续 线 性 泛 函 在 单位 闭 球 
上 必 能 取得 极 大 慎 ( 敌 看 [3261,5. 110), .上述 反例 表明 对 一 致 是 
的 非 Banach 空间 而 言 , 这 一 命题 并 不 成 苹 。 

3. 不 可 分 的 一 致 凸 Banach 空间 . 

如 所 周知 ,可 分 的 Banach 空间 不 必 是 一 致 是 的 ， 例如, 可 分 
Banach “3 (a) i Sha — Be e4. MA, — Erh i Banach eae 
定 可 分 昵 ? 这 个 问题 的 答案 也 是 否定 的 ， 友 例如 下 ， 

rE -个 不 可 数 的 实数 集 , CD) ee HE ERAF 
EMR ce OMAR ERA UE elt) 0} Re 


集 或 者 是 有 限 集 , HIE WoC <+, 
我 们 在 1X 厂 ) 上 定义 通常 的 线性 运算 , 则 必 厂 ) 为 一 线性 空间 . 
EPT EEE 
be 1=( ory 
IERE CUE) A Banach ial, Hae se, 4 x,(1)=1, 


=8;2,{f)=0,t4s, Mies e hEr 2(s,8'EF, ss). i 
HE By Sn 


B(s LZA B(s, £ 2)=Ø, 


其 中 万 (区 三) 代表 以 2, kc, ARBRE R. 显然， 
| a(o LĒ): sE rAr ii. 
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BEERE) PO— PMR ENCE. EAREN TE BR 
Bfw %2 MAX. EERE 1 2 eae — Fp R FEE HG 


FRA HR BAR], 所 有 这 种 点 作为 吾 的 一 个 子 集 : 它 是 不 可 
数 的 ,从 看 百世 是 不 可 数 的 ,因此 PCP AAT o>. 

BFR PRE PD) Be Banach 空间 . 
4. “ROME ER ORS ESE. 

Milman 和 Pettis!” BE WT, Sy Banach AFMA 
是 自 反 的 .应 当 注意 ,一 发 凸 的 匡 范 线性 空 间 未 必 自 反 . 例如 ,在 
线性 空间 吾 " 上 了 到 范 数 ， 


lei=(Lialy 


Shep r= {En EET, UB? Dy 5E ly a MER a ( 参 
AHAD. OGD RATA SEM. ME PKA. IEA A 


ka, 

注 — Ee) Banach 空间 的 概念 是 由 Clarkson! ™! 在 1936 4t 
TESTA) EE Bae Radon-Nikodym HEP S|] A A. — 8c i 
Banach #204: A BTR ASR ENS Banach 空间 ， $F Bab 
HAt AS fe JL EE Sty a Hilbert 空间 的 最 强 空间 ， 

5. 一 个 让 反 Banach Si], Ee LAPEER PS RIS HH 
Be eR. 
vt EB (i1,2,+--+) 6) Banach 2il, 4 B= (x DE, ), 


EHRE e= (xott to" BE ARE SL Fo rE B, 
且 


1 


lele=(Shals, <+ a<e<+e), 
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这 里 ， 线 性 运算 定义 为 
et y=Cait yi Tit yout), 
axr= 人 -agot 


RHEN, |- badd E Ei — AEM, ECE, I-12) Bansch 空间 ， 
定理 为 使 Banach 空间 万 =( LOZ, ) 是 自 反 的 , 当 且 仅 


站 每 个 五, 都 是 自 反 的 . 
证 ELEH, F 


Rp1 AAMAR 


= 


(Fon) (Eo) (Doe), 


因而 定理 的 结论 成 立 . 

现在 我 们 着 手 构 造 一 个 肖 反 的 Banach 空 河 ,在 它 上 面 不 能 赋 
SS hy Meee, 

设 A OR ee Cae) A eS ; 维 线性 空间 ,并 定 


Iaihs,= sup bal, 


KE BARREL, AOA RAY Banach 空间 ， 于 
Aw bib, n= (SOL, ) 也 是 自 反 的 Bansch 空间 , 2E 


PREE EB ERTS ras — SE, RE LERT- -个 新 
WER lle aA) Ie i Spr lel, Gre we e le Bey. 
二 是 在 在 常数 MAE 

mjas le i Mije ame +00), 
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BR- ME, m=i, 于 是 [zw gje cue acue 
+00), SHERI i, AAI, Ae, HOMENS 
tr, Rp 
fede <M acl SA] als, 
Kisimi || oll SUE E, 中 的 单位 球 ， 易 昂 
[as lalu HCK ciagle, 


令 a=- Mea, tena) OK eml, j=l, » 
iy Sik @=(a@,-++,a), B=(a,+++,a,—a), Wy 
=(a@,+++,a,9), 


@—-2'=(0,+++,0,2a@), 
FRU | =e | cee aie TeS Ill - fa — Bey 


性 可 知 存 在 =S ea， » fr z ||. Si~ 62a), Bp 
— ae —E ml < 
Kacsa "da PII, “Sh 


a Nae ce fp 
$ e (aeo a 类似 


> 


a 一 g . 
HE, zi (aa ve "1-62 aj)? 【1 一 此 [2 ay) .0), vill 
iE K,.—. 


a 


Weimar lee Leele ro ay 
PER BIER Ill + |! AGE. af E 


lay taj Hey < Za ) 
3 i— qa sea 


因为 当 Kere Bhóinn SCe1)》， eG s 3G Gay 所 以 


2a 
(Garay) >t 2a), 从 而 


= 212 + 


fl at ey 


et eds a2 a), 
“BR 
H a . a p 
(hy 
或 
iV a ， ，.. a I g 
da (20)) 00) r; Sh 
a a ` 
r= (dt2a)) Oea 00)» 
— a 
Hal qos 357)5 7 (i 62a) 1010), 
At 
l wa wz i 2222 Baie, 一 二 
I vot e; Its, a ~ 
| pile <1 Groggy) St 82a), 
一 般 ， 令 
tea a 
irae c=": A = C73 RL L 
ill] 


s(a By 一 )>8(2a)， 
le, I naL, i—i), 


45 BAT N gill SL 


后 ， 


aT 1 一 28)<1, 辣 4 是 辐 定 的 实数 ， 琢 当 i 充分 大 


a 
i>, 


Wess hee vials, “Téa 
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WS lice Wel FHA. AREA 2 LAPT SRR 
SF Gr Ry — Bech Woe ee, 
bik ties RF Day!) 
注 、 上 述 反 例 也 说 明了 Milman-Pettis 定理 的 逆 定 理 不 成 


XE. 

Casazza, Bor-Luh Lin fn Lohman $T James 28 feh os 
— AE ATE, EAR E— Bech. 
6. B-a GES Ra Banach 空间 ， 

ECT | OE alae ey Banach 空间 ， NIZE X Lye 
PAE Org RB — Be ER | + | CSRS] p 123), HFX 
全 用 与 Ill: ll SPE RARER Banach BAC XL DAR. 
ACX’ lie | a Be, 

注 PBS HEA Lovagloal’™ 9 [XE BS. 
7. SESMES RMS Banach 空 间 ， ZELMTMPS 

ft a Be ae Ee. 

可 以 证 明 , 在 任何 一 个 可 分 Banach 空间 上 ; HMR T- Are. 
慨 等 价 的 一 个 局 部 一 致 是 范 数 ， 应 妆 注 将 这 个 命题 之 道 不 真 ， 
Rainwater? ladalan T.: 

设 六 为 一 非 空 案 A 
e(P)={a(y): PR, WHEA e>0, (yt le) |e ENR 
EN 
naan maaan Ate e ceo (i) Riper iey) g 

— HY EEA RR BR r ARES, I Els fad 

|| = f=supla(y)|=_ § sup lela), 

a 25 cof) EAGER, PEM ERE ATR ft, eof 2% 
Banach 空间 。 当 r Ayn] Ree co MRA a AY co Tg 六 为 - 
AR ay RAT co AN BT a, 

Bren), Esia 42 yal ee PE TORE (a, 


«aide 


lelana RE V2.0, ETDD > 站) 
和 elan): 2+, r =a E ECS), 


Dai je 
其 中 PUNA PER BAM E Eleny <- OMRI M 全 


4 ee ON EE 
lejuan (Zle Y. 
虽然 筑 子 万 是 非 线 性 的 ,但 可 证 明 pns | Dalian H) 
.上 与 原 范 数 | | 等 台 的 范 数 ， 工 叫做 Day 范 歼 ,是 由 Dey 结 出 的 . 


还 下 证 本 ,为 “0 EASI BE SPE Be EADE EA 


注 Zile gH, m) Banach 空间 1 ERR T SE 


SSE OP GB — Beh ER. 
D. ART Sih OP SEY Banach 空间 ， 


Clarkson’? 指出 ,每 个 可 分 Banach 23 fal bBo np BE P ops 

稿 凸 范 数 。 共 实 , 还 可 进一步 证 明 , 每 个 可 分 Banach 空间 JE% 
te SE ir YD oR ec eS 1b], p.123). Br. 
存在 不 可 分 Banach 空间 ， TEREE TE oe aE ie he 
(SART i. 

HA ,是 否 对 每 个 Banach 22h, AER TA oP Ao RORI 
BE? 这 个 问题 的 答案 是 否定 徇 ，Day' A T: 

ar AiR G EE r EMESA y AE A 
EIET @ CIP), & 

i a{=suple(rit, 

SW PC) HEDA a Banach 3 iB), 

SCE) 2g OP er oP ae) AO BA BR ee 


7 715 = 


EZR, BRR IS PCO TAF ht, 4 为 可 数 集 时 ， 
GUR UCP RAL EA fg Banach 空间 2°, 

IES O ARA RE E ESC) EAN ER PE GPP irh 
BGC IRAR, 

UA EO RARER IT #Elg(h),ta]=1.e 

P=—{y EU y(r)=a(r) 4 er) 40 Ith, 
如 果 OCD) BAS | TE |, BAA K1, tk 
fetes ta sak ial, gE 

A M, supiy hiye Fe, m=infilyl,: yeEF,}, M4hel=1 

时 ,显然 有 Meek ml PRE ae 
M,tm,2i ei. (1) 
ERE tAd Rye F Ely hm e, Fhris els 
1,0 (r) -0 Hj elr) ily alr) alr), WEA wb ly—- 
aye F, EE 
zle = jety r) kly) 
aileye) tis oy) 
Am, tet Hy, 

4 e>0 8 Qhaeliscm.t M, MMR yE k., | yt Mee, WE 
可 得 2)2h2M,+m,, AECA. 

把 (1) 式 改写 为 m= 2r M, Romney), leals, 


dest >SE Dem, AFREK ORK leila kal 
Roe Mose “Be. PTCA TE ERRER x1 是 存 在 的 ) BA 


+ - +i 
maslah M EE 1) K -4 2 ), 
- (K +1) (K-13 
i — = = 
M,,— Ma SE 3 2 1 


ao Ma | I leit) 
4 


FER eE Fy, tiles: 《这样 的 wz 是 存在 的 )， 


e 716 « 


AK te Fa Aa E aC F a TEA MaMy. 于 是 


Mo (3 Hat lell} — 


ns, = 2e — M,, 


(f= Teall) 
2 + 


M —m, A m (Hr) 
Ty ra ry ay 3 

== (4. —m,) = (五 一 1) 

7s 3 a 33 . 


AER T E BARA CI e EAR, ta CFL, HF 
E 


0< 7 Myy E E 1) ， 


{tb lim M,,=limm,,=4, 显然 ,对 每 个 YE [| 了.,, 有 不 等 式 
Rae n=] 


ton 


Maily hM o R=, 2, t, 
AE | y tia, 
现 如 下 确定 一 个 3€ (7) EH nr) =0, MD wr) 
coH n, a0, Malr = rlr AF FCF. 
Ta(7) 尖 0 内 ,对 一 著 ne, BA aS Ear) RA e EE 


EH, Hee, a yE 4AM 站 Eon BEER Fa 中 的 


— Ë] Ys EER 

yi;=1z),= g. 
HF OA RE, A PACS PICK. Woy ov Fe, 
sl 


Ay. + Ci- Ady ett, 
01) 560 AT yir) = yi) = ar), BEA 
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(Ayit (1—A}y (r= elr), 

因此 Ayit (mAy E Fa [Ayt O Asma a, 
ISCP AEP «+ LP ER ERU peha A, i 
以 i RERNE. ERa eh EE — 4+ GREE + | 
Ser Rue Be Pe oe 

注 、 当 古 为 可 数 集 时 ,不 可 分 Banach 空间 SC), A AS 
PARTETA Aa. Sse bleed FW] Banach 空间 ， 
BK ee ASE ee ae! + 于, 记 了 二 (560, 上 4); 作 映射 


© ={E,} EL" T= feat Eee, 


rd 


SA, T BH Y AEREA. Bk. ele kb 

BYP OW Pts BG 15], pp.104——-105), 

9. FRETAUIS ARERR Benach 空间 , MRRP A 
致 凸 范 数 ， 


, 


设 5-{ 于 BB ) i 5 中 的 Banach 空间 ， 我 们 首先 证 - 
WE CAH. SRE EAPO. ERE, 
设 EGG=1,2,-- Eee, Hielem lelet, le + r’ ia 
=2, Hil l 

2=lat+ea’|, 


-人 ( 工 Jet wile, Yre( Sa be ye læt, ) 


emi 


1 
=le] + lale, (1): 
keta ls= jelit lols RA etail Sheet le Ten 由 
于 ERR. KEE ADO, $E t,=A,2;, 于 起 上,1s, = 
Ailee. 又 因为 (1) 成 为 等 式 ， Mlela Ale le BETA, 
18 + 


Avs Aye.= Aai (G=1,2,+++), ATX = AXE LOE, ) 是 严 
i=} 


2 


veo 
RZ R( LOR Brew Gk, BB lela Lele 
fe, acts, MA 


Detailer Z Jelet Db es 


int i=l 


Heels, = Alri r o Ai Minkowski 不 笑 式 成 为 等 式 , 因 而 得 到 


1 


on oe 


lz 
i=l 


~ 4 


(Edle t |e, [e y 


i=] 


l 


I 


=laeletila le, 


mlm 


Sle ciz.) 


i=l 


由 于 (下 如 ) EN i X =A X, AT £, = 2; NES 


E AE rH. 

be E, AE t= Cay + gu) BELAS i RR ES, 
HERE LAL aslo =suples.| ML, 是 可 FESEM Banach 空 
H, AHE, 在 如; EWE — AGP EO FE Br ae 
下 ,如 ;是 可 分 . 自 反 且 产 格 凸 的 Banach 空间 ,从 而 五 也 是 可 分 , 自 
反 瑟 严格 贞 的 Banach 空 间 ， 然 而 由 例 5 al. RRL ELUM 
‘Beh eee, 

这 个 结果 也 是 由 Day" FP BAS, 
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注 上 述 反 例 电 说 明了 严 祝 的 的 Banach 空 问 不必 是 一 致 改 
的 ， 

10. 严格 凸 而 不 弱 局 部 一 致 目的 Banach 空间 ， 

在 Banach 空间 性 Kare Pe pris ee ae (SE 8 的 
HE). Lindenstrauss'* 4914, ARETE 1” 上 赋予 等 价 的 弱 局 部 一 至 
Powe, WAAR oy Bae tu Roe, 

11。 台 局 部 一 致 凸 而 非 忆 部 一 致 凸 的 Banach 空间 . 

Ma =(Ei.82,° CES w= (0. Ens Sas FEO EE 

SOV AES Pye: 
lel, =maxthé.|, læ lers 


m 1 


Ble (LIE). Re ERAT EGER, 
ZIUR PSE GRRE TP 
TE sEng tt) = (Eis nba, Ea ett). 

tac’, Stal =a? +i Palee eal eae be A 
Se. SALI ld LEER, HERB OS 
[193]. 

JEEP 不 是 中 点 局 部 一 致 三 的 。 从 而 SCAR J BB Bh. 
的 . 


L 
事实 上 , 令 oF en ale ea), yn ay ea]，. 


mf balal, Prat Yate], 12a—-CaatydleeO, 但 
lea Yalow 2. GRE, fel, PAH AI BO, 
12. A-AA mE BCH Banach 空间 . 

WED u Cell) r ETMENE SA BS ET Be: 
集 为 (24) 二 467。 & 


[ul=suplu(r)], 


则 co( 厂 ) 在 此 范 数 下 为 Banach RE. EHD. cof DSP) 
如 下 ， 
ula) 
we 2° 
ù, ré Elu), 
4llelle | Dude, IPIE e 上 的 等 价 的 且 是 局 部 一 致 凸 的 范 数 
(SEHT). 
对 zx = (8582.09 EUS 


= (Hs tte Sob roe), 


并 称 * 是 相伴 于 WSR, Reco, ÆU be ER | 
下 ， 


r= E E(u), 


lela =el. 

E, FLE’ EA- iE øret. 

aan (el, SBA, HbR s Elt ET, n=l, 
2,，… efeja a= hEn] >l he tanle a2 Fhe a PAE 
MEF a2 Bes TH, WB Bilell= hudhjen BFN 
Ay Eh tee, Fl ele leh, HI E j o AEF 
E. Db. ir KAF x; 从 而 再 由 上 a: 关上]; 可知 2,2, 即 
fe | de Bey 

最 后 证 明 | RAB Ee JARRE Bt, E 
实 上 ,对 每 一 pr; 令 apea V 3 En ya=Y 3 en, M irii md, 
lyases iEn Yaja, EEn, Fire yer MK LA 
IB, 
13. Pa mE Se Banach 空间 ， 

第 一 合 LL ASSL APRA EI. 

第 二 例 H ew Cheba + ELS a O Enit HE 
Mi LA Grew 


e 2216 


lala -max{fé,|.[a7i}, 
RE [h 代表 1 LAH, He Cl, Tr 一 74， MII È 
SY? ABIES ER, FEL EEDA 

Ieha= (ak, H] e127, 
这 里 ,B's 是 便 11 bees P EAE. Bl he E 
价 范 数 县 是 严格 凸 的 . 


AiE 上 [x 不 是 中 点 局 部 一 致 是 的 ， 为 此 ， 令 a= 


X = Res Ea = Eley H en), ys—ale— en), Ml ele—1.le.fe~1, 
[yebe >l, [2 e—Ca,+y,) e290, iid her Yalar 8. Ak. 
让 1z RET Sh. 
14. GAMBLE AA Banach 空间 ， 

Anderson 提出 下 述 问题 ， 如 果 Banach 空间 五 是 中 点 局 部 
一 数 目的， 那么 它 是 否 必 有 性 质 H? Smith ue, ASB 
FREGE. 由 于 Banach 空间 的 局 部 一 致 吊 性 蕴涵 上 有 性 质 
HH, 因 此 ,这 也 说 明了 中 点 局 部 一 致 点 的 Banach 空 间 不 必 是 局 部 一 
Bhs, Smith 的 例子 如 下 ， 

对 每 一 正 整 数 玉 , 定 光 出 空间 co RIVA BRT V er 

Vie) =V,CE.,62,---) =sup{|4,—é,]tek}, 


Plan: BEB ED e= RIGS c 到 下 内 的 上映 
nm 2 


at V BTA F: 
VOR) oT aE), Faa ), 
Tõe) =E dEr Cs 


AFI BASEAR RA Eoas, RV (2).T(2) 


SUR PU BTR BRA, Mtoe Cty, > 


. 227 + 


和 一人 
DE RAIRE oP RTE, Rie Tee ik 
REL EBT N D(a =F Cy Alia oy), APATHY 2, y Gey, E P 
中 存 

V(t yh (2) +V¥ Cy), 
BAL je cok Wy-- TR. geo) F< Lv 6 dd, 
Am Lo SEGRE eo Liu BPE. 
RALAMENA EN C cos bs Le) SEHD AR eB as BAB 296]. 
BS dO, ZA o || | ODAA A, Aue. SeS 
+e,. TE 
Dede Lele V3 eye neo), 
{Bia SFP HSEY z, BRC eg, lh RATE OH, 
Ch. PGRI Se — 2h G89 Banach 空间 . 
设 {aw} 是 递减 且 扑 于 0 的 正 数列 , ESS PO Ae 
LSE TT oP: 
PCE, és) Cabs, tayt 


HEr, g 
Mads= Col2+ Tal 

这 里 ,和 是 例 12 中 的 汪 上 的 范 数 ， 于 是 ,上 1 是 上 的 等 价 范 
数 ， 且 显然 是 严格 凸 的 ， 然 而 它 并 不 各 向 一 致 赂 ， 因 为 若 令 r= 
e + V3 ens Ya V 3 ens Mi eal ets ysls>1, r,t yaly, 
WM n, A ya e, 
16. 4E E E b eyg Banach 空间 . 

If rlin OCU, $ a= (0, En Et), JEEP E 
的 范 数 

lels 18 1+ ba’ |e. 

Rah bS 2i ;所 以 Liz 是 吾 上 的 等 价 范 数 ， 设 {a,} 是 
递减 且 趋 于 零 的 正 数列 , 定 久 由 空间 三 到 台 内 的 连续 线性 算 子 7 


"223. 


如下: 
PCE Est = Cake asks. e+), 
wae > 
tel a=Cheld Pe, 

WU! i ae? Ei ER. TEL LAA Be. TR 
要 应 用 下 述 Zizler'*** 定理 . 

EA PENX ABanach hh], He —AES ce X BM O<e 2, 
4 

82,2) =inf 1 — | Eon | :一 YES， 


= 一 y=az 且 |z 一 yl>e }, 


RE SH XP AMER, APEX ATES EIR, BR --TE 
零 元 te A, By åte, 2) > 0, RX A UR., 

Zigler 定理 40X, |- xd SCY., Ieir) BA Banach 空间 ， 
TEX SY AAR RT, MEX, + 

I all Cele 2dred2e, 

Ms EX EHTS, 此 处， 若是 URriz) WX 
UR ry, AE RCT) Hla EX: Pe=0}, 8 e LAMB. 

根据 iner €M, FRAP AREA 1 是 UR, oA , 2 
HRCT) (eEPiTa=O}=spante}, Aik, S estit y= 
tre, @ltle=lyle=l, x—y=ee,, MJA i22 ii, a é= 
ny, Wilt €é.-—-m, ay 


| 一 一 元 E :) 
(Ts 


Wik ele, 2)>0, z@rpan{e,>, Fh, | +) dele Bei" Ay, 
SR | RARE Bes, DATA Ea, CHE 
HAGE =e, Ea fas Metal, hesla >il, fal wl 2, 


i 
z 


| we 


< e 
=]erfe- |5] Tl， 
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Fo, ASG FE, 

例 11 至 例 16 Hy AF Smieh(284), (4057, 02983, 
17 .各 种 凸 性 之 问 的 相互 关 芭 的 补充 例子 ， 

前 面 ， 我 们 已 经 讨论 了 一 致 目 ， 局 部 一 致 山 , 加 局 部 一 致 凸 ， 
teh, HARE. SB SRR AR, IR 
们 再 进一步 指出 ， 上 述 各 兰 册 注 连 间 广 一 致 山 、 组 紧 集 方向 一 至 
dZ RNAAR RA F ET: 


_HR 
Luz MLURN 
A Sy = 
UR wEUR 2 
a 
x% wUR F URED 
Says URwC 


下 面 的 一 系列 例子 将 贡 表 明 ， 凡 是 上 图 中 未 曾 列 四 的 区 简 ， 
可 能 都 不 行 ， 至 于 上 图 所 东 葵 涵 关 系 的 证 明 ,可 参看 [161,[2951. 

(a) (È, Wel) 这 个 空间 是 LUR， 从 而 也 是 wLUR, R, 
MLUR，HR， 和 但 它 不 是 URED， 从 而 也 不 是 URwWwC,，wUR .UR 
【参看 例 12). 

Cb) (2, Ph) ARC, 1 LOBEL TRS, CE 
WwWUR， 有 从 而 也 是 wLUR, R, URwC, URED, X, le 不 是 
MLUR， 人 也 容易 证 明 ， 它 不 是 日 R， 从 而 也 不 是 LUR，UR. 

Cc) (P, Pio 这 个 完 漳 的 定义 可 参看 例 16，1.| ,是 
URED， 从 而 也 是 只 ， 但 不 是 wLUR， 从 而 了 不 是 wUR，LUR， 
UR, X, CERE URwC, 这 是 因为 若 令 yes yn en 2), 
WN =A, Ayal emt, 县 oabae 2, tem yenbe. MBE, 
l- la 不 是 URWC, i 

还 可 证 明 ，| .| 是 ER 各 MLUR， 这 里 , RJA 是 HR 
来 加 以 证 明之 ， 据 引言 中 的 定理 2 ,我们 只 要 证 明 | ir 是 H 即 可 . 


ik, Wa, ED, n=1, 2, +++, hin ofall, Ate 

Pa, PUB oly —loleH1, FRM A, A 
[| + peihs llt jeha 

因为 x be, AEE, Bielei le le Hace’ 由 

于 | 1 是 H, i ris’, Bik, tas, 

《dj (8, Wis) A15, lls 不 是 URED, 从 而 它 也 不 是 
URWC, , YUR, UR, HA lÆ LUR, KRZA, iho 
ELIS RHEE 2 |-| 也 是 LUR, A EEE HR, MLUR, 
R, WLUR. 

(e) G, ela) ela RE MLUR RAM 13), Mii akan 
是 LUR，、UR， 还 十 让 明 ， 它 也 不 是 wLUR, 从 而 也 不 是 wUR . 

tik, miles jee 2.5 可 和 到， 和 是 URwC， 从 而 也 基 
UREP AIR, X, 内 为 | la 是 二 上 的 等 价 范 数 ， 故 它 是 正 ， 从 而 
Æ HR, 

(O G, Ple Harel, $ isr=s, MIRA A 
连续 线 竹 算 子 ， 令 

Jehe=Claie4 heja, 
Wile 是 了 上 的 等 价 范 数 ， 据 [293] 定 理 2.5， .| 是 URWC, 
Acta URED, R, 
HAE | le B® LOR, Wie, Se, El, n=l, 2. 使 
Je c=1s [®aleol, Ailes ayi ge, 由 此 得 到 
2 人 12 人 -Te 一 人 me Henio, 
WTE 
21x [2+ jeD ja + elio, (1) 
(QI zit jEr fiat Eho, (2) 
CDRA, [rde lelh, MOS Ma-ES 
E. 因而 得 到 


|e, eli, [Iru -dal 0, 


te sare, HD]. ]e a LUR, 

AFi ied LUR, Hm eE wLUR, HR, MLUR, 

(g) Ceo, ijo 这 个 空间 是 MLUR, AER, 但 不 是 
HR ， 了 从 而 也 不 基 LUR，UR( 参 看 例 11). 还 可 证 明 EE wiR, 
有 从 而 也 是 wLUR, URwC, URED, l 

ee _E UR B-E aR RR TERKA, ee AT 1 ?的 ， 
RESAPE ALAA AH, mA" - "A, BERR 
Sil A HERE 

UR LUR HR MLUR wLUK wUR URwC UKED R 
(EFE =- + + + -| -= + ! 一 
《一 二 + + 十 一 一 
he) , 十 十 - 二 
CP fea ~~ o 
iis) —- bBo + =- — 一 
iD 一 -o= t = 
Jla -+ s l l -= 


E HJ, smith!" pa aren ANARAM AMM 
Banach 空间 ， 它 具有 正规 结构 。 这 就 说 明了 Zizler mM 2i 
不 上 成立， 
?存在 某 个 Banach Bie, HRA Gateaux TW, 

Banach 空间 7° ERREG ny ee, ATE SA I-— BKR, RAT 
ABR x =—(1, 1, 0, OE, Miell, HF y=i1,9, 
0, je, 有 


tot Avt- frl =f A>, 
A lo, AZo 


TIE ER ERS =h ER ne a T a 


Bik, im e499 一 1s 由 不 存在 ， 放 "的 范 数 在 x。 处 不 是 


G 可 微 的 . 
$ 其实， 还 可 进一步 证 明 ARE PE AG TOA 
Banach 空间 ， 
19. aH Banach Sie), 其 范 数 在 某 点 Gateaux 可 微 而 不 
Fréchet tj. 
我 们 指出 ,在 Banach 空间 i P eR HE e Ab G RRA 


124 mw RAPER AREF 0; bib, UERR cC 均 不 . 


F ap, 
FRE, G) AHP é=, Kp e=, bl 
ls+tesl— hal HEL 
é e? 


当 f>0 时 上 式 谣 极限 不 存在 ， 因 此 ,上 :上 在 * 处 不 是 G 可 柚 的 . 
(ii) #ae=(.}, & 鬼 不 为 0， 任 取 y={19 EL 及 e>0, 选 


ty 充分 大 ， EL mlS. 再 选 560， 使 当 ISRAR, |th<d 
ano 
Hay Sa Tt 一 sg Ën 4 a*={sen fat, Mici MA 


jatéyi—iel os 
dle o) | 


-|rriyh—lzl + .| 
z 和 sen, An | 


< 2 |En teml “Hes! ~ in sgnég,. +235 iml 
aed A> tg 
一 2> i Ial<e, 


mt 


Fit, WAL lee =(6.3G Atk, AG 导数 就 是 {sgné,}. 
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《证 3 FABIA w=LEL}, EaD, n=l, 2, e, & 
ym, tee, 0, —28n. ~28mtis tt) 
MY m>ocobtl yall>0. RTE, rt (send, AL i] GER 
导数 ,但 是 


lim | | OV in | = | x il -- ae Yad] 
Ymi EE 
| 二 -2 lon | | 
一 lim = : lim zal 一 1 
Yat | Yon Syd ly at , 


Pe a E w= LE, FT RM, 

注 Restrepo l Fein, PEC X*,||-|*) ALS Banach 空间 { x, 
pooR SE, SPER el eo ete. CX, | 用 本 为 
自 反 空间 . 

Whitfield’ 2 指出， 在 这 个 命题 中 天 可 微 不 能 代 以 各 可 微 ， 
28. 可 分 而 不 光滑 的 Banach 空间 ， 

密语 19 可知 ,可 分 Banach 空间 二 在 rS kl, 0, 0, =O 
HAG hhh, 由 于 Banach 室 问 的 范 数 的 @ rt 与 光滑 性 是 等 
Cre BA Sl A Ase HE 3)， 国 而 i 并 不 光滑 ， 

(OAS ei Ee AE so: He ey (1, 0, 0, EG 
1, f=Q, 0, 0, El, ge, 1, 7) el, MIF ES 
lgl=1, fxe,. H f(r) = gir) Ae, PCr = 1 iz 
23) a JERE, iei 不光 请. 

- 不 能 赋予 等 价 的 光滑 范 数 的 Banach 空间 . 

Banach 空间 如 上 不 能 峡 子 等 价 的 如 本 微 范 数 (参看 例 183 m 
Banach 4? fa] A970 Be HOG Ff GAME IGT TE ES fr By, BE ERAR 
HEM PE Gr RSG a Be. 
ac. 可 在 某 个 不 可 分 的 Banach 空间 , MAPS MMI EK. 

Banach F] e J ARAB RA TEMA. 


现 已 证 明 ¢ (2 可 再 典范 鸽 它 在 新 范 数 下 基 局 部 一 敏 尾 的， 
县 吾 可 徽 ， 改 在 新 范 数 下 相应 的 共 箔 空间 也 是 局 部 …… 致 止 的 . 

$ Klee!!"9) 证 明了 每 外 可 分 的 Banach = [iy be aR p 一 个 
SEC) GIR Aaa GER, FO ek Bee a a a. e 
21 HEAR FER PD SL ar A, Bil 22 说 明了 
阳 存 在 不 可 分 的 Banach 空间 , ER LAE SE OT AY FE ra. i 
至 是 局 部 -- 致 山 的 五 可 微 的 范 数 . 

23， 存 在 某 个 可 分 的 Banach 空间 ， 闲 共 罚 空间 不 线性 同 且 于 任 

何 一 个 光滑 空间 . 

可 分 Banach R 2 Aydt Serial i 不 线性 同 胚 于 任何 -AE 
请 空间 (参看 何 21 ). 

注 若是 可 分 的 Banach 空间 , 则 久 可 得 赋予 等 价 范 数 , 使 
在 新 范 数 下 是 严格 症 的 光 沿 室 间 ,了 愉 相 应 的 共 莉 空间 XX* 也 是 严 
格 凸 的 上述 反例 说 明了 这 个 命题 的 结论 不 能 加 强 成 为 XX* EE 
请 的 ， 

ay LATE. AF Banach jA X Adie i XAET RRS. W 
KARAWA. EAA ERa, Trojanski 
构造 了 -个 光滑 的 Banach 空间 X 48S Ae Pee. 

24. 存在 一 个 Banach 空间 X. t XE PROM, E Xn 非常 
光滑 ， 

Banach 空间 X 称 AGE UM AMS OX) ae FE 
4# 同时 是 SCX ASE e SCX **) 中 的 基 个 x** 的 可 述 范 
数 元 ,其 中 atte (r), Zea X BOX ** po H gkg, 

非常 贺 形 的 概念 是 Sullivan’ :给 出 的 ， 他 还 征明 了 : Gee 
AC* 是 非常 图 形 的 , 则 并 是 非常 光 齐 的 . 《ii 车 X+ dba he. xX 
:是 非常 贺 形 的 . 

由 手 非 常 图形 空间 必 为 严格 凸 空 疝 ,因而 月 然 产 下 问题 :车 
XE PAA , 赔 玉 是否 必 为 非常 光 消 的 ? 这 个 问题 的 答案 是 和 


. 呈 呈 用 


fy, Thakare" "14 flan K 
在 序列 空间 ("上 取 新 范 数 : 对 r= CEE A 
"le TAF 
lej ™supléa| + (x 4s) ` 
KARER L5 -上 的 原来 的 上 确 界 范 数 是 等 价 的 、 在 ?上 上 定 
SRA 
Iyl sop[ D imile |, 


"al 

Hep reih y= S E ERER EE Sor 的 ,而且 
Ce? LDPE Dika BAH GS, | DÆ i, 
全 .| ,是 光滑 的 :但 不 是 非常 光滑 的 .证 明细 节 可 参看 作者 原文 ， 

注 Tacon HET A X Æi Ot hg Banach 空间 ， 则 
X* 有 等 价 的 严格 山 范 铬 。 这 个 结果 预示 存在 一 个 Banach 4 间 
XX ABR ERAS MAX PSA. PRT, BPTI REA 
出 这 样 的 例子 . 
25. 存在 一 个 弱 Asplund 空间 , 它 不 是 Asplund 空间 ， 

Asplund 空间 必 是 蜗 Asplund 空间 ， 其 族 不 A, Phelps 指 
出 ,Banacn 空间 了 不 是 Asplund 空间 Hi Ei Asplund <p, 
为 证 明 这 一 陈述 ， 我 们 先 给 出 

定理 1 可 分 Banach 空间 是 弱 Asplund 空间 . 

1975 年 ,Namioka 和 Phelps: iE T J A Æ Asplund 7 
ja] N* 有 及 NP. 

1978 {Œ Stegall "Up H pa MENL R. FÆ 

定理 2 Banach AH] X 是 Asplund Zj, SER 4*8 
RNP, 

加 TAg Banach 0j, wire 1, 1 是 弱 Asplund 4 
A 2R ø t= RHA RNP, 故 据 定 理 2, 1 不 是 Asplund 


2 fA. 


ma 
wa 
~ 


注 Thakare O25 T Eco RETR Ay P E. 

HARXIDAAR, WR? E-RARS eS, WR ARAL 
WM BARTRI, MUP ARMA ITAY., ACPA N 
的 ， sit AAR. GAR AIEE XAG Aea 个 
Banach Salh, ate SPR, oR Banach 2 fy] X 的 每 个 
Pel FAG RAE PAD. UR X AP ETE CT). 

问题 t wR XA Asplund ial PAX AAA BHM IE 
Be ee HRC Te 

Diestel 和 Uhi,Jr URIET 25 PARE TAL, Pe 


DRN 18) ARN & Asplund 3 WAX LEAS BF 
ee Uae 


RX SAW Fa BS, MAUA TO, lic. 
如 办 问题 1 PS Se ae hy. WA Diestel fy DBl 开 的 问题 18 的 
答案 也 是 否定 的 ， 

Ekeiand 和 Lebourgt" ig HAT 4 Banach AxA fF Wg 
Fath UX Ae Asplund h. PEA 

问题 2 eX AV EPEC TD, ha XH 
Asplund 空间 吗 ? 

问题 3 JEROME BATE MC TBE? 

Franchetti "a A FEA T FEEN: V x Æ Banach 2e iii, 
如果 单 位 球 B={ee Xi fac RAAF A, ME 
WEA). 

Pethe #1 Thakare ERT .车 Banach nga Peed). 
出 它 满足 性 质 (a)， 他 们 还 指出 .每 个 Asplund 空 间 满 足 性 颖 (a). 
因此 , den, 

RE 4 WEE OEE ETS EIR HE A AEM a ee 
LIV AR? 

Giles,Gregory Fi Sime’ iow fF X Æ Banach it, x * 
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有 人性 和 贰 ( 工 ), 则 蕊 是 自 反 的 ， 然 而 ,研究 下 面 的 问题 仍然 是 有 意义 
的 ， . 

问题 5 WA Banach 空 说 五 作 旦 什么 限制 可 能 革 有 人 性质: 
CI)? 

我 们 知道 , H MEE TERE ER ER I ) 是 一 个 等 距 
司 梅 的 性 质 ， 按 同样 的 想法 ， 可 给 出 下面 的 疝 题 . 

问题 6 设 六 有 性 质 ( 工 )， 玉 的 每 个 可 分 子 空 间 是 否 有 性 质 ， 
CID? 

如 果 我 们 梧 顾 一 下 Asplund 空间 的 定 多 ,自然 会 3j 人 下 述 概 
念 : 设 X 是 Banach 41h}, MR X WET SITE RE XP GR. 
PR RAR LI PRX TVS 空间 ， 

AP ix ees i, Pe He eS A Pe. 

问题 7 VS SHEA SH TRIBE HIRD RIE Ria, 
mintir 

RB 给 出 FS ARE. 

问题 9 讨论 FS 空间 的 对 慢性， 

26. 无 处 Gateaux DRAB ee, 

Rte =(E,5E2°,} plx)=lim suplé,|, BAR, plo E 
MM, Lpr tp) BE, WEER e= 
{E,} 60" pCa) Fe r 处 均 不 避 可 微 . | 

Ci) pes) 0,8 S.>0,R v= (1,066, 1,9,-° 2", a 
lim supe. +#l--lim suplé,! 


f 


PCs tty)— pir) _ 
i 

AAL 

. r 

HR PORE s EHR G 可 微 ， 


(i) AF p(w) >0. Bl 2(z) 是 正章 性 的 , 故 不 妨 设 p(z) 1, NE 
lim sup|&,| 一 1, 于 是 存在 子 列 {6。,} 使 (5.,|>1， 不 妨 再 假定 各 个 
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En BES. MHP pl—w)=ple), MAMIE, Ry= 
{nu} Eei, Heth 
fos Roe Hwan, k 为 本 数 ， 
"nk 为 个 数 ， 


T 
im suplé. +én.t—hi 
p(w Fy p(t) lim supl|é, + tef- hm SU | 和， 
t t 
= so EDI, 
0, e0 


FAY on 2 Mb BG UPR, 

注 ”这 个 重子 也 说 明了 Banach SIOR 2% og Asplund #4 

ii, 

27. FEATREARTFA OS Banach 宝 间 ， 它 的 某 信 
Azap DETETA. 
Klee"? Sey, A E iR h Banach 冠 间 并 的 自 反 子 空间 ， 

Hean X M HAGAS. Ae T R E A X R AJF E i 

Ha XMR Pa a, X, EATA E MEZ AA 

Kg Banach 空间 (HER 8 it), Diestel p Schaffer 4A 

RG HERE SR a EVER ea LR PSO E i 

7k) Bourgain' ”认定 地 回答 了 这 个 问题 ， 可 明细 节 可 参看 作 

者 原文 . 
$ Klee FR HY FEE o n LER Banach ig A A I] 

FE uj, SS a X MA AEE TH Banach 4 H, 

23. -qR AETA na Banach Sia], ECHR 
Sate a e F E a g a e E E. 
iz X Ay Banach 空间 , 划 | 对 某 个 集合 LS, A ER tE RET iG) 

的 某 个 商 空 间 ( 参 看 |, 27 p-81) TEIRA Efe iE 

Banach 空间 ("CP SRE CCDS PE, PC 
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不 线性 同 肥 于 任何 严格 辆 室 间 ( 和 参看 例 8 )， 故 它 息 不 线性 问 腑 于 
EF fale te R Bad ECT SE 4S ASE RAN ER EL EOE 
DE tiat —- Be GS 

REE ECT) Ea EE ea Bea. EE, 3E 
ell) E Tae, WP 2 KDR UDARE RETT. 


全 


Iæ l =al + Teip, 


WA CDRA E h A. OCD Ie EAA — Bh. 
的 . 

注 下 述 问 题 尚 未 解决 ， 

问题 1 EX AA Be Banach = HM Exx AR 

子 空间 , 则 商 空 间 也 /及 是 否 必 为 各 向 一 致 凸 的 ? 
问题 2 TEX SLA Ech) Banach 空间 , M AEX bE 

价 的 各 向 一 致 出 范 数 ? 

29. 一 个 线性 同 于 于 弱 紧 集 方向 一 致 巡 空间 的 Banach 空间 、 它 
的 某 个 商 室 间 不 线性 同 蒜 于 任何 弱 紧 集 方 向 一 致 凸 空 间 . 
aff Banach 空间 {站 而 言 ， 在 它 上 而 的 等 价 范 数 为 种 问 一 

BAe BARRE, IEPER ABE 集 方 向 一 到 i SA 

[2933) .于 是 由 例 28 lon, WCE MR FA A E h  — 

HRH, FAL a ae A 同 A EE al & J — 

SUS Baw 28 )， 国 而 它 也 不 线性 同上 胚 于 任何 戏 紧 集 方 向 

一 致 是 空间 。 

30. —PSEP HOH Banach F BAR AIS SRM ASX aM 
是 一 致 凸 的 ， 

著 江 是 -一 致 凸 Banach ZA XA AEN, Mi 商 EIR) 天 /于 

EE- BLARE. 这 个 命题 之 道 不 真 。 ft BL") fe 

出 了 一 个 韭 严格 局 的 Banach 空间 六 上 友 其 亲子 空间 以， 使 Aa A 
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N/M 2 --BO RS, The ae, 

设 X= R’, M=-{m= Umma O)im,, m,ER'}, Has 
【和 区 人 

lai- maxi igis Te ltal 
pe 

] #5], ja, +m]. |e: + maal aajo 
Jai ml ={ | 

maxs{ ieit mijl fat weld, faytamy| 或 
[a, + mm} >| asl, 

Ale te | sinfi la -m| ime Wy fan], XAH 的 单位 球 了 而 上 仅 
BPE Be (0,0,1)+ Ms ¥o=€0.6,-1)+ UM, ER, 
io Fol 2 TA A/M ERL AA oe eR 

SAM E. P BH SE Ss PLAX / M aA- Be 
{AE X FEAR EG, AERAR a 0, 0, — 1), b= 1,9,1), 
MWiel=lol=1 mle + bl = 

$ HB HRH, AM JE Banach 空间 文 的 自 反 了 空间 ， 
WYJ- AAE N/A Bb Bey, PRIEST 
在 这 个 命题 中 Ay Be A Ae ER RG AY a Xe 
31. 一 个 一 致 刷 Banach 空间 上 的 一 jk 一 Bey Banach 空间 之 

A, CRE RO, 

没 S 蚌 -- 个 指标 集 ， 革 是 由 定义 在 5 上 的 HAL 
Banach 4fi], ERE, A JEA AM M-- se S, Me eE 
& les <slf(ol. gExX H leisifi, 

设 对 每 一 se S, ewe —- Banach 空间 B, $ PB, Kas 
EE S ERRE PA ee A v, . 

(i) H 6A, xts)EB 

GD ET E — e XE AR J =-[eCOl(ses), ay 
ÍEX, 

TPB, k, BEHEA A RP 


megs 
1 2G8 * 


tæl =i fe. 
et Bet, CPs Ba’ D Banach 空间 , . 

Day!" ERAT Py B.A E 和 BBY, 
4, FRAGA ER. 即 任 给 。 ; 存在 O(a) > 0, HAE - 
sES, Br yE Es’ ah, =1, B e. yie hah 
有 

lesi y.|<2c1 Tee., 
MX REAR EA 8 ed. Ae Be Ma 丁当 间隔， 
PB wR SB78), AMEE MX RAD Ba AB 
— Shhh, Py, BK PLB, A Bo E E xk AS TKR: - Seah 
{BOOZE HES UES RUHR) 不 必 古 -ahg i 
ap RX =P 8, BA Cra eA RY i vont 
7S iL SEE B LER MEA 
eae Ry = max] x, A, 
WX 5A PB BAS REN Banach lel, Het, PB As IE 
FE SEPP BE BA 5}, 
32, — P E i-i Banach BE LMS —B Banach 
空间 之 积 ， ETEEN eee. 

Zigler SH, AX =P, B, PAB PR MP BG 
esi — Phy, Day 指出 ， 者 PB, ei - Bey a a 
各 个 B, HG Sh SS, BEE 行 Boor, Day sam 
ERY., Smith’? WAERT Day GOST Me xe XO), Smith 
的 例子 如 下 ， 


Vlas Hel Bee). AE so a?=1, HW rsin h EE, 定 
12 


= -+ 
hl æ IIF = pel 二 KE |» 
i 一 


. 
ba 
a] 
“ 
. 


这 里 [wl。=suplzal. Bi, |] -上 是 全 上 的 一 个 范 数 , 且 
He 

Ay LAHERA, (2°, lil - ll DAE Pd EA, 

AX =U, lil + il) SEEM 1,1 B, ETE SE, 
注意 ,各 个 B; RASH BO. Bee PB 定义 如 下 ， AE 
—i,zG)=-€1,0)CB, M Mt ji nel, XT yee Pal, An 
F: 


(1,0), ial, 
nOi- bisa, 
(0.0), i=], n, 


这 里 ,5, WREE E D>C a =e) = 1, Hillel = 
VT, lysl=(24+3.a2)", 而 


leat Yni =LA b +A tibat ba—3)ai]", 


MAE n 2 a y= NAb, a> 0, WAY 
V2 laty >22, Alt, PB: RERE A, 

% Day 指出 ， 若 六 ,5, 都 是 弱 一 致 山 的 ， 则 PxB, 也 是 纶 
sot, ABUT. EN U(p> 1),B, 是 弱 局 部 一 
致 西 的 , 则 PxB, WEB BB, Lovaghoal ye 明了 ,车 
XB, WEAR- Smk, 则 PB, 也 是 局 部 一 致 目的 ， Ander- 
son EET, $f X= ( p>), MSD B, ME ABMS 
的 (或 其 有 性 质 H) WU PxB, 也 是 中 点 局 部 一 致 吓 的 (或 共有 性 质 
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A), Day :证明 了: ENB. BRE ae OB. A Py 
Hég, Smib aP AAT. BX ER. W PB, se 紧 集 方 向 一 
SMMC RRR, B. WAU AE hy Be. 

下 述 问 题 是 没有 解决 的 ; 

GX. B, EG Ste Ee, RE PLB, 是 否 必 为 弱 局 
部 一 笃 凸 的 ?9 Fp AB, PERG AR + Se 
丰 !, 也 存在 相应 的 问题 ， 

33， 不 能 赋予 等 淮 的 各 向 一 至 已 范 激 的 Banach 空间 . 

Day ,Tames Ñi Swaminathan'*" GEI TALA 条 4y Banach & 
HA OPT OF ie, a Hra GG Banach 
SRY, tk GRAS E AR a, Day, Jamesfq Swaminathan fj il 
如 下 ， 

be A :不 可 数 集 , 令 Xe eg), WX ERRA TREA 
Bore, Sk bh, Ae i TEX TIER. S 

wasupy |e Pir] 1 ,rE X}, 
FP EA RRS ARA AE aho I y EI te ee MRSE AS oT 
Ee, MFE WPL ce XPM B izae), Ej- n 及 任何 
EF, MT Dud- 0, MHE n R tEr EH s0, 
WA u= 0, IOl MEER Oo 0 Eu, Eu, ll > 


u(1—6), FR, @rHaty. you, SF, Milese, 


- Il 
Wylan 又 ， [eea a), ihe -y=2, hieis 


4a, ill - |) RAS BAS, 
+ #ASPAR Banach nlp SAA -eh 
葛 数 4 这 是 尚 术 解 决 的 一 个 问题 . 
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第 八 章 ” Banach 空间 的 间 构 理论 


Banach 空间 的 同 构 是 座 东 分析 理论 的 个 重要 内 容 , 员 然 在 
ASAT LES PO REPARATIONS 
本 章 例 子 的 某 些 有 关 概 念 和 命题 列 出 ， 还 在 一些 有 关 概 念 和 命 感 
在 相应 前 例子 中 陆续 该 给 出 . 

EX. ¥ AP Banach 空间 ,如 果 存 在 一 个 MAXEY ki 
HATT ETA POLE SE RN BY the. e. 
HEIR. BATE E 一 个 线性 算 子 , 则 称 Banacb Si XS 
拓扑 癌 构 或 线性 同 止 。 如 果 对 每 个 z 毛 忒 , 还 有 | 了 了 | 一 | 用 出 称 
二 与 了 等 距 同 构 , 或 简称 等 中 

任何 阙 个 维 数 相册 的 有 限 维 Banach 空间 德 此 都 是 总 性 
hath, fet —- A BY ay AY Banach 2 fi] #8 SF CLO.1] 的 一 
个 子 空 向 等 距 同 梅 ， 任何 可 分 的 Hilbert 22 fil ae 28 te inl 
Ie, 

定理 1 WX AAEM. MAX ATRL, MLAS 等 距 
BTX M, h MO = {Ff EX*i f(r) =0,°%4 2c Mi). 

定理 2 WN Banach 空间 ， MAXWA TAH. W 
(XFM) Sable Me, 

定理 3 设 下 是 可 分 的 Banach 23 (a). MN Be tE ME F E A 
— 7 BY 7 fal, 

EY X Banach SHXT, eee 在 一 个 队 下 到 上 
Bot Fee BE ERY EX BR ATR AS, ENA m X AT 
ZR Y 7EX Po RM FC R AAAS Sh ZCX, YO 
={0}.0¥=Y+2,I) X- YZ, 

“4X A Hilbert HAR X HETEM E EX path. 
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定理 4 PUcpC+onget rey ah Pyaar 
FERF, EP ETP OL? RAE al Pb. 

定理 5 Cla pl +o) PRT AE Hh Tea 与 rR 
HAR, 

定理 4 及 定理 5 对 Banach 空间 edL. 

FÈ Banach 空间 的 同 构 理 论 的 更 多 的 材料 以 及 上 述 定型 的 
证 明 , 可 参看 [15J, 

i. FeV. 

BERS X PRADA, Ekaa Bea ABA AoE 
个 子 空间 等 距 , 

万 有 空间 的 存在 性 是 由 ypiron 于 1923 年 证 H 的， 之 后 ， 
Banach #1 Mazur 指出 Cl0,1 2 A a ih, ERASE 
[1l],pp. 224—226). 

注 BosznayF8U5, ÆC” e [AA Æ EA o AJEA 
的 亲子 空间 ,使 X-X DXM XX PBB AS h, 

2， 存 在 无 穷 维 赋 范 线性 空间 , 它 等 距 同 构 于 它 的 其 个 真子 空间 . 
投下 为 Banach 空间 c Be Fapa o), WEF CXS 
BCE Erste Ente HCO Enin tt Ens), MX Sela 

构 于 其 内 的 -个 真子 空间 ,后 者 万 由 第 一 个 坐标 恒 为 0 的 所 有 对 
注 对 有 限 纹 赋 区 线性 空间 南宫 ,上 面 的 情况 是 不 会 RER. 

即 , 有 限 维 赋 范 线性 空间 是 绝 不 能 与 其 真子 空间 等 距 同 构 的 . 

3. 线性 同 肪 而 不 等 距 同 构 的 赋 范 线性 空间 . 
ike =i Ee, 令 lim#， =, MZ, M= Ë, a 

£,—E(niz2),---, HY yt} Eco, 令 

y= Ty, 

HiT RASA c Me MART. BIE R(T)—e, Aye. TER 

y= {mn} Cog, FE $1 tis ba Sn +y (n 2), BW 
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limé,,= limp, +m) = Tis 
故 xz 一 {YEcs 且 
PE Es Ey 
BP (TT} 二 co，。 又 ;线性 算 子 三 是 Oe B eA T E. 
不 难 证 明 , 了 和 了 部 是 连 线 的 。 RK I. 
(Feil supi lá], ff. 二 
ssuplés = + jla 
HCP ALR MTS, Juk AER yo (e Cet 
Poly Sas (ane Me ttt Ra tm ttt) 

Ka iP y isla] + sup| au Jali ae PCB, 国 此 ,了 是 
Fa ¢ E Ee s jalan PETAR AEE e 到 co 上 的 等 距 同 
BRIKET G mAT). 

注 Sem Hae RHE TAA, Wee aR ee PE. 
E38 fc EH TP a IP a. 
4. 存在 两 个 不 等 距 同 构 的 Banach SS. ARAA E A 

构 . 

Banach 空间 6 MoJa EER Se (参看 例 3), 然 而 中 和 e 
是 等 距 同 构 的 . 
5. (L°[a,6])*5 Lla. FIFE. 

我 们 知道 , 当 lap soem, (L a bp" La bie ere 


EHRL RE, pe Pb, — +31, ii Spel Bogs lo. 


+ 
应 当 注意 的 是 当 了 = tog 1 时, 这- -命题 不 再 成 立 ， 为 说 明 
这 -事实 ,我 们 只 要 证 明 存在 JEL Tab], 使 了 不 能 表 成 带 
有 一 个 图 定 的 YELLa,b] 的 积分 

f= {sl yDat 
的 形式 ,其 中 *EL"[a,58]， 为 比 ,在 区 间 [e,5] 上 固定 -点 ,我 
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们 即 可 首先 对 有 异国 数 (OBAS Fr) = wt RE LIES. 
显然 ,了 是 5"[a,5] 的 子 空间 Cla, OL bi 有 界 AYER BB. BUG 
把 了 扩张 到 整个 空间 L"[a,5]J 上 的 在 界线 性 泛 函 。 这 样 得 到 的 
斌 函 就 不 可 能 表 成 所 要 求 的 形式 , 花 至 仪 仅 对 连续 国 数 <( 昌 有 末 说 
这 也 是 不 可 能 的 ， 

56。 可 在 某 个 可 分 Banach 空 间 , 它 不 含有 线性 同 胚 于 上 的 子 空间 ， 

A paste RATS, 

如 时 下 是 一 个 可 分 Banach 23 fi], ee MUSE MEST i X* 不 可 
分 ,那么 了 是 否 一 定 含有 线性 同 胚 于 TAN? 这 是 Banach A 
间 理 论 中 长 期 未 解决 的 一 个 装 题 。 Lindenstrauss 和 Stegall’??? 
针对 这 一 问题 ,作出 了 一 个 可 分 Banach 空间 , 它 不 含有 线性 同 胚 
于 工 的 子 空间 ， 且 它 的 共 轿 空间 不 可 分 ， 我 们 简要 地 介绍 他 们 的 
例子 如 下 ， 

区 闻 -0,1] 的 一 切 子 区 章 的 特征 函数 所 张 成 的 了 匡 数 空间 ,其 中 
的 元 素 了 的 范 数 定义 为 


上 一 tjan 村 + 
II=sp| 工 (人 ”FoDen YP, 
这 里 ,sup KHC JA- o o h mL 来 取 
的 ， 这 个 空间 的 完备 化 室 间 志 作 了 三。 

对 每 一 了 EZIL9,1] 及 [0,1] 的 任 一 分 划 156}E。, 都 有 


1 


Brou Pak fo ron 


L 
oc f | fez) | de, 
a 


因此 APICAP I. Baia feo. 0,1] 的 分 划 0 二 证 之 
BTS Wfi.. obs) ABB ACR OR A al 了 
CLO,1j eae LARRE JF ERAT, 因而 空间 Jr 
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可 分 , 且 JFCLLO,11, 
ALE EPEC Pala. BOP 不 含有 ERP ETA 
于 王 的 子 空间 。 证 明细 节 可 参看 作者 原文 . 
我 | 再 简要 地 介绍 Lindenstrauss 和 Stegall 的 另 一 个 例子 
如 下 : 令 
T={(n,i)1m=0,1,2,¢+°, 012%}, 
LT eee Ps 所 Gm. J) (nt) Ade mn BF A H 
$ iasi, ti, 0, ie BA kem~- ae, i, Ci2i, 2i+1}, 
#G{2i,.20 403, 1 RARE, 
TREC (er isi), t, (et kit) ALB. 
空间 JT Be ech ? EA el, 它 是 由 这 样 的 实 
fe pA se ?一 zi 组 发 ,使 得 


Isp| 工 人 D ei) Yere, w 
-1 `n, wy 4 

这 里 ,sup EAA FT BE A PE os OOK. 
由 {四 式 所 规定 的 上 1 为 JT 上 的 范 数 ,而 LJT 为 Banach 228]. 

可 以 证 明 ,JT 可 分 硬 (VT)* 不 可 分 , TP BA Oe RE l e 
于 ?的 子 空 闻 . 也 不 舍 有 线性 辣 胚 于 "的 子 空间 ， 证 月 细节 可 参 
看 作者 原文 . 

注 F Banach SX Bes ERRAT 空间, WR 
X A) OP 型 室 闻 ， 

OP DP 型 空间 的 商 空 间 是 否 仍 是 OP 型 堂 间 ? 这 是 尚未 解决 的 
一 个 问题 . 
了 .一 个 虐 范 线性 空间 XX, 它 不 线性 同 脖 于 x RR 

Banach 空间 理论 中 有 下 述 和 问题: 若 革 是 Banach 空间 ,册立 是 
TAE 5 X x RAGHEB? 

Bessaga, Pelezyński Aj Rolewicz" "F 1961 年 作出 了 一 个 无 
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FS ETS Te Bas Jas PB E RPE SMX, ERR METAR SR BLS Ta 
X xR}, 1971 4, Rolewicz iit] TARER EIX, ER 
RERE PN xR BPR Rolewicz 的 例子 如 下， 

VEE RE BEA ERE RR PR CP Hia EAA 
IERA, MTE at E E 

BAERT SA RARER H XR D e 
在 在 有 限 维 了 空间 PKL TH AE, 

(i) dimL,=n- Jerit df. GDLC Lep’ nE 2, G 

(iii) ia d Er A A 6, (a) = inthe — yi, 

ATARLI Pee, 

定理 1 FURR ERS ALY 是 线性 RA. YX DE 
(LAS FER RIES BA. 

eS AE UPAR RTR ee TPR AOR AER TES DJ, be 


AL 
J= sup] é| <=, 
= o a 
EREA o (MEP). RB AR 本 六 的 正 数列 所 
ul 
W E MFT 


定理 上 MERET E ER. 

证 Oe LEN PERDOA tt 10 Arcs Ae 

MTM, W TOSS De) GD, esb ttt] 
有 

fi : 

aD (Dial) eg Da) 


J 


tel 


ecole 
wen oe . 


FHC EL, HME FO RIA. 


i 

= 

wl 
. 


还 可 证 明 下 述 定理 ， 
定理 3 AM XR 不 是 TRN. 
WERL RER 3 BPSK PREE FOX Xx RE, 
8. GE Banach 空间 8 与 RAH SS X,Y fe B* 与 87 SER 
4.7m X 5 YH, 
我 们 用 BY AR MSD 空 条 各 到 实 Banach A Bop 的 一 切 
TIER, Ot fof EBEN 
(fit fX fr) + fea), 2X, 
(Af) (e)=Af(a) ACR, EX, 
Lf = supl fod. 
Hee, BY 为 Banach 7 sf 
Stone! "征明 了 , 若 8 是 实数 空间 R, XAG Y Bb aa. 
BBY & BY Seeley UX Sy GERR, Be AEX BY bi — 
ATW EBT p EAR po Hd REREAD, . 
Jerison “EHT, GX. YER aA, BAPE A: 
Banach 空间 , 且 8* 55 BY SR, MX Sy wll, 
席 妆 注意 ,对 于 一 般 的 Banach 空间 ,Jerison 定 理 并 不 上 成立. 
例如 , 设 多 为 单位 区 间 , 而 令 


Kp) ER I 


或 OAZ, M =0}, 
了 =| CA E RESA H I 


WA- DIEKE 2| . 
FEZ, X,Y ERT Mash ZN, Ye Rei: 
玲 看 出 ,拓扑 空间 ZZ x X BO yY 是 同 腑 的 ,从 而 对 征 … Banach 
ZA] B Banach 空间 BY* & BOS" SA Se Rela] yy, EA 4 
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Rika fal fe Be" aB BEA RR AD 租 是 一 对 一 的 等 

re AHS BP Banach a3 7a] B°** 与 (B87)7 是 等 距 同 构 的 ， 内 此 

if, Banach EE BA E(B? )” tak eB Qa. BRI, ith 

ms fal X Ep y FER IBTAR. 

9. Lja, b] (ERI) OAP too, p=2) WEP RF SEM, WF 
它 ,不 存 在 闭 子 空间 ON ie Ll a BRR P= MON, 

Fe Sst. AEX Ay Hilbert iii ai XE-A T Se al A GE 
Ypa, HE BL ERA ARE RP. IE aE 
EPPS NOX, MON =(O}R X= M+, BP 

X= MBN, 

Banach Beth ub Pa 7 Pil adi (28 037], pp.244—245), 

Ci) RE 2? Leb ](i<i p< ico, ps2 et By age PUP se ia 
HEREA LLa, bip the 

Ci) RH P< p< tS, p2p ae Ta TE U E 
ETE U pHth? 

Murray FO A AA A A RETE, SR, RAN 
ET ae Lea. 

FAC < p< +00, p52) 代表 一 功 有 序 实 数 组 (4 … ay) 
六 组 成 的 Banach 空间 ,其 中 范 数 定 义 为 

s ya 
kasant Lien) 
4 n= colt iSt, 
it WAL Banach ZM NF sia], eA A A eC (a > 
定义 如 下 : 
soo, SHAN Bhi AAA rEg 
算 子 不 在 在 ， 
Hint i@]. CGO) 省, 和 是 X 到 到 上 
iy REE BBS, 


CC}= 


KME, SH PBC (XE 
C(X) =sup(C CM): MCX}, 
WCE BA PREM, 

定理 1 存在 Ia. BMicp<+oo, p42) hy APS 
EMU Be Papato, ps2 xt Ay OT: 2a (a) BL’ RRC CID) = 
C(L*ia,b]), CCM’) =C(l*), iH. 

1= CUNEO) Ss SECO (La, bY), 

定理 2 lim@(i2)= +00, 

由 定理 工 与 定 组 得 到 CCL?[a,51) 一 (77) = +00, Mi 
H Lla ORI A p< t+ 00, pas DRR FS LE CCIE) = 
+o, TE Bee CMEI TATA 子 空间 以 ， 不 
在 存 AF Stal NS 

L'a, b (EID = MON, 

注 Banachi Mazur "igin. as fa] CLO, 15 FF 2E AS wy Rb 
亲子 空间 ; RESET SP EET HT SB 
AF. 进一步 的 例 子 是 空间 L LO, spao, ps2), 
VCS p< +00, 2), com, M, REATO Murray?) 
gobezyk 7°") Philipsi" gy Komatuzaki "20 站 得 的 ， 

出 于 上 述 例 子 , 便 自然 产生 问题 ， 这 些 现象 是 个 别 的 ,还 是 对 
一 能 的 Banach S jh] (AERA Hilbert 空间 ) 都 成 立 ? Lind- 
ensirauss 和 工 zafrifiit22 捍 出 ， 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 , 即 每 个 
实 Banach 室 间 ;如果 它 不 等 中 AT -个 Hilbert 空间 , 那么 其 
中 必定 存在 不 可 补 章 亲子 空间 . 

TX , YAE Banach win], K(X, Y) ft X BY WRAS 
的 生体 ，Thorpt 和 Arterbure 及 Whitley(**'4> wie 出 , 一般 
WK, sie] KX, Y) 在 LOX, VY) 中 是 不 可 补 的 。 例如， 空 吴 
KU), BU 0), KC cy) Key, OD HEL, D, LEE), 
Ei 65), Eceo i) PRH th, AP KC", oE LCi", 0) pE 
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可 补 ? 这 二 尚未 解决 的 一 个 问题 
10. 存在 Banach 23/5] X, fi X 的 每 个 无 穷 维 可 补 子 空间 都 线性 

BAF X, 

Pelczyniskil?" Je Banach 空间 Pix pc + Owe Ae 
TCS EAP FS BI EAP YP ies, TE 节 可 参看 
FERK. 

注 ”Pelczyiiski 提 出 下 述 问 题 , 六 的 每 个 无 穷 雁 可 补 子 空间 
ERESI RERNE? Lindenstrauss!?°°139 Hy L” 的 无 穷 维 子 空 
忆 为 可 补 子 空间 的 充 要 条 件 是 它 与 RR, 从 而 肯定 地 回答 
了 Pelezyiski 的 问题 .至 于 是 否 还 存在 其 它 的 Banach 空间 互 ,使 
下 的 每 个 无 穷 维 可 补 子 空间 皆 与 和 线性 同 且 ， 这 是 尚未 解决 的 一 
个 问题 ， 此 外 , 下 述 问题 也 是 狂 有 解决 的 , Banach 空间 CCS) 的 
每 个 无 DRITARET EEF AE 全 Banach 室 il 
COS)? EES, S, HAS Hausdorff 空间 ， 

- 一 个 具有 无 条 件 Schauder 基 的 弱 平 行 四 边 形 空间 ， 它 不 线 

te FS F. 

NATURE SEI | ROSES TALS, A Ht 

TOP) 使 对 一 切 z,y 毛 三, 都 有 


lety trie- y pst + 2lyl:, (1) 


Kay" sei, WEERA nl EPO, 1K 
里 ;如 代表 P< p< + co) 中 的 一 切 这 样 的 z= (2,357 成 的 子 空 
间 , 使 当 ># 时 所 =0。 应 当 注 意 , 空 间 刀 的 维 数 是 有 限 的 。 于 
是 恒 自 然 提出 下 述 问 题 ， 是否 存在 具有 无 条 件 基 的 无 穷 维 乙 平行 
VOIGT, “PARABLE Sa ia] Pe Bynum 和 Drew tjg H. 
4 1<p<e2 时 ,1? 本 身 也 是 弱 平 行 四边形 空间 . Fl? 
HE TB 0? RRHERARF ECOS +00, p2) 的 任何 子 
SABRI) Ai SEMA T ERE, 
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为 证 明 ELE WP a 

引 理 Bw tcltr<p<2,a,b WER, MN 

Catb) trila by ann" F ilaj (ole), 

证 Ẹ k=, i 为 实数 ,并 令 
B=201 4 OFr, 


HEM oA) h(E) DRIER COAT HR 


ms 


BERL LED 0,1] EEA kio Bal, Yolk. fhe ec ath. | 并 令 
CEE EOD” L 


Bg! (<0, KARE ERE 0 EEH. Ka [9,1] 中 
We, A 
ae aa 
ee" ALLO ERR, HA 
Ah") =2(p~1—-1):20, 
所 凤 对 任何 tC 10,1, WA A (Ao Ag A’ AOI LE ae 
的 ， 但 RCL) =0, ded fE0,1] eR. LE fi 0,11, a7 
ROSA) =0. 引 理 证 毕 . 
NEEMEST Hanner ) 得 到 的 定 绎 : 
定理 cpa E sye y 
Cleh+ yh? is- yh sie i y jes yir, 
220 4 Apa2 hi g FSP a), e HRe, 
yE P PS 
ta=|a+yl—ja-yh, 
b=|2+yl—|e—y], 
我 们 十 把 Hannes EM AAS A 
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和 


分 别 应 用 3| 理 .Hanner 定理 以 及 Hoider 


it r= p1, k2 
不 等 式 ， 就 得 到 . 
(a Fb) tr a0) 2 (tat [oly 
ez (hel? + ly Pye 
eiatato* rl yh), 


BD PC. << ps2) A ETA eI, 

12. Mes2,2°10, G5 Pe, 1 MRF FSAREAK. 
Banach 48 Ht 2? BE (1S p< too, pa) 的 任何 一 个 子 

A BiR. S8RT.£7L0,13 AIG £°(0,1]}(1< p< + oo, ps2) 

A ESF Se ial SE a. FRAT SRR ae BE TE GL 
定理 ie 7,.(t}=sgnsing*zi(m=1,2,-- AR BILO1 ER 

Rademache: Har, MAE P Upad +00), FRE 4, 和 

By, MER MPM Gatts an TA 


Ad y “ys f x Ap Lb) J} 
med i Y 9 net 

on (2 Slat}, 

HIE L01115 LO, 11S p< +00, p2) 的 其 个 子 空间 

SE PE a, FE k, H Riesz-Fischer Æ, LLO, 13 与 1 等 距 同 

Ho RAIEN PG L0,1] HETTAR 线性 同 胚 妈 可， 对 


a= (tnp Ei, a 


2 
P? 


e 


Tiaj YO aralt), 


出 定理 知 下 是 和 由己 到 LPL 0 ，1 ,的 映射 ,并且 de PB] PLO, 116 


，25T « 


— 7 BR PE [ay AA AT, 
13. PUIS Pcp + oo pH DRS RAR, 

H Riesz-Fischer H, LT 0 ,1 157 Sm! FER 
JE 4 p2h LO, LI? Bee 下面 指 出 , 34 
1g Pto p LO, 1 15 ep ERE, 
Hi 12 知 I?5 0 ,1 TATAR ET P, Rén rioni] 
Se PEMA ABA E RS P BETA EAEE., PATE BT 
fe AS. 

14. ASA, 

i X Ay Banach 空间 ,如 有 果 扎 在 包含 它 的 任 一 Banach 空间 了 
PER hý, MURK X AP E E E. 

容易 证 明 ，Banach ZX HAR EA 充 要 条 件 是 ， 对 每 
个 Banach ZH FDX, ig Banach i 2 RENTEL, E), 
EEE- ELY, Z), HP AT PK, 

RITE EGER Banach 空间 2°00, 1 7 Py et Sth], tho 
+, Banach 4] YDI Co. 1 ],e 2 LLO, 1 ] 的 单位 元 ， 
fe YL [0 的 映射 g: 

gla)=='ixl]elr EF), 
ie FAL LO, UB E01 jE ael MMD 
Lo, 1 DÈR SE LLO, 1 Jp rreo EMER 
fy)， 如 果 能 把 了 扩张 为 工 > 工 [1 BAT P, FAP 
必 , 则 已 是 一 个 由 了 到 工 ”2 0 ,13 上 的 范 激 为 1 的 射影 算 子 . 这 
FE— JRL L0, LA YP asp, Aad 2°20, 1 eA ial. F 
而 证 明了 的 这 种 扩张 是 存在 的 ， 

ik Pde f fEY RP PRAM LR. L*T0,1JCUCY .. 
FHA Fig|M,- 为 了 FSP ASA RGR AS 2 OE £#P, F.C, 
FAFA, ap ok WR PsP. ee OS 为 六 EO HR 
Zorn SIH, A ARAMA EE 为 一 个 最 大 元 , F EB. 


< 252 +* 


HF g( MF Bf hak, RAR = yup, RER, A 
存在 n CYM, A= spant, 4}, le’ eM, TEMA 
s'=r+te rE M, iE R). 

对 于 xyE 并 ,有 
F(y)—F (2) =F (y-2)<g(y—-2) 
gy tw) tgl tia), 
因此 
— g(r ae) —F (a) <Sg(yt+a)—F(y). 
Ale RAR SER eae RR oy, ABR s, AFE 
一 个 上 8 EL Lo, 1 RAPER 
g(—#,—x) F (DALE Lede E) — Fr) (zeli) 
C6 804 APE ATER MA). 

MML LFE a: 

F o(e@+tag) =F (ax) + t plac M, ER), 
oR, FP AIK, JLB RHE Btz) | eC a) af 
Faget, QF oe Fe GPO RARER, 

15. Banach 空间 L"[9,1] 5 U Se, 

M1 peto, p 2 ph, LL00, 1] O Me EMEARI 
13), Pelezyiskidf¥i#, 5 p~ teom £700, 11i PBA 
沽 的 。 为 证 明 这 一 陈述 ， 我 们 要 用 到 下 述 

引 理 jg X,Y 是 两 个 Banach 窑 间 ,其 中 笑 一 个 都 与 男 一 个 
空间 的 某 个 可 补 子 空间 线性 周 且 。 如 果 (i) 立 与 六 x 区 线性 癌 凸 ， 
¥ 与 1 <) 线性 同 胚 ,或 者 (i 让) 中 与 半 x 了 x… 线 性 加 是 ,那么 六 
与 工 线性 同 是 

FR LSE ROB L o. 11 Pee ea, iE 
A ay fa JL 

(1) @X=-E"00,14, = WX GX X REA. YG 
Y<¥ AmE. EAE aft - acA Ilh E 


n(t)=a(F), 
“00-4 
EAR rw E LOCO], X> xX HRT, 
Tr (Fs), 
ij 
[Faf=Cx,,2,))<2lat, 
SAM ep yt EX xE 
x (22), relo, +h 
xit) = 
s=), ela], 
Mirer AAT AX AX « 苹 上 的 线 必 闻 胚 映射 
其 次 , 设 ee (5 Ey" (DEY 
B= (étéss + banat te), 
Bo (Er, fatt C2n2"""), 


出 Postar VAY BLY x Y ERRER EIE, 

C2) E00, 1 ARTT Fe SI A, 

把 [0 ,1 RAPT RP ABE A fe) Alai, iE 
e={E El, & 


y(t) = J Enx a. (2), 


这 里 ya, JKA A, 的 特征 函数 ,; 则 y ELL], B 


jeje = Iyi E*LD 1J» 


现 指出 空间 多 -A E has (0): per brent 0,1 Jp af 


a=] 
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th. RRE IE y ELLO 1, 记 各 一 二 PY (D1 P y= BEX an ， 
则 户 为 L”[0,1] 到 多 上 的 有 界线 性 算 子 ,并 且 
Pey=Py(yEZ), 

有 因此 了 为 L”[0,1] 到 名 上 的 有 界线 性 射影 算 子 , 即 2 在 1"[50,11 中 
Fb. 

(a) L*Co,1 RAB OE 2 的 一 个 可 补 子 空间 ， 

因为 E50;1] 是 可 人身 的 ,所 以 在 50,1] 的 单 息 球 上 存在 一 个 可 - 
RET He}. WES Se (LE[0,11)* 一 了 fo, 匡 , 令 

TF a fds fled), 

HF sup! faim i Sh. With 7 LL18 Ep 的 一 个 一 对 一 
ARATE, IB ES hw—* S RH, IPD 
L“L0,1). HI 14, 0°00, 11 AZM, PPA L Co, 1E 1” ay 
ab, SEHD £70,105 Oy 一 个 可 补 子 空 何等 距 同 构 ， 由 引 理 可 
gn, L*(0,135 HERNE, 
16. 与 个 的 某 个 商 空间 线性 同 涉 ， 

我 们 先 证 明 下 面 的 

定理 PNA, Mh XFS N, MA Spal 
HF X*/M+, eh 

Mif E Xt f(a) == 0,24 aE M ip}, 

BA MXR AL te 了 为 X*/ 了 Ht 中 的 一 
人 元素, 了 表示 多 * 中 与 了 等 价 的 元 素 类 , 即 集 1 -- ae. EMER 
Ve, 

efz) 一 了 (r)(zE MY). 

由 于 当 g¢ fit.e—-FCM-, RUM «CM, fir)s ele) 
Ait ?是 完全 确定 的 ,并 日 不 依赖 娄 了 中 代 HC 素 的 选取 。 其 
次 ,9 为 于 上 的 有 界线 性 沁 函 ， 事 实 上 ,对 每 一 Ej 了 ,有 
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le(s = leiangi, 
PLA ola fl ~infle |. ff Hahn-Banach 定理 ,存在 gE 3*, 
lel =tio lw B34 ‘TEM Bt glw) 一 p(t)， 因 此 ，g Ej 了， 从 而 
lel 汪 11， 这 样 一 来 ， 
telle=If I. 
至 于 的 线性 那 古 显然 的 . 

fe XMR UARA Pior R, p 为 上 面 的 由 了 界定 
BM EATER. Jin T DETE JF E EMERE TAXM g 
MEERI MAE T Abii 为 M*A Tit g KAM 
EHA, WE, ER pe 对 * ,由 ahn-Banach 定 埋 , 存 在 了 EX ， 
f(z)=g(z) (EM), tobe f CHT ZT i RBA, 
JET BERA 型 *， 证 毕 . 

HE E 与 刀 的 一 个 商 空间 线性 同 是， 事实 上 ， 由 例 12 知 
LC 1 有 一 子 空间 邮 线 性 同 肚 于 已 ， 据 上 上 击 的 定 BB, MY hl 
构 于 

CELEO, 1*7 M= Ln,1l M+, 
FA (2?)* == 2? ie 1? ARMEE CO, 1 iA ae ls MAIS. 
E*LO,1IS VAR AW” i ty — Ppa ee hal 
ik. . 
$ RIJA PUR, 设 X 是 Banach 空间 ,了 是 六 的 闭 子 
AA AYHAN X/Y aM tE fa] RR F Hilbert? fay, M Y 
AA An 线 "th hal AR T Hilbert 2s [ile Erfio, Lindenstrauss F 
Pisier "RH. XP HMMA RAR EM. 
17. FEET Ble, EMRE BAF, 

Phillips 2 指出 ,不 在 在 E) co LATE SE PL Whit- 
Iyen g ty ae Ba AEWA 他 称 Bonach 全 LX RAH 
RB. MRS SAP URS TH, BH. RAP DB ffy 
Banach A GEMM PATE B; AA FER Bi Banach 2 
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得 的 妆 子 空间 也 有 性 质 B; 又 ，Banach 空间 "HA PERB. 

ange Fe r3 e。 上 的 连续 射影 算 子 ,那么 个 一 0, 斩 对 。 这 
里 ,六 是 具有 性 质 卫 的 Banach 空间 AS 空 间 ， 因 而 也 有 性 
MB. HP i /e, RERET HY tke" /e, 应 有 性 质 B 然而 可 以 
TEAR, 六 /cs 并 无 性 质 B 。 因 此 ,不 存在 SI oo 上 的 连续 射影 如 
子 . 

注 Pelezyńñski #1 Sudakov RRHH, oe m SVE HEME 
ARES FAR RAR et) mae, Em SOE 
REAR, m (SRE mS RRM Sal. Ee FEA 
HK. We > 0, Hise Siel) >a B® ab FRSA 
MRE mC SB mS) 上 的 爱 续 射影 RO. mHE T 
Phillips 的 结果 ， 

设 4 ETATER, ai ace, WH Arce Rie 
54 78 CRATER, Eh HARER vE 成 ， 信 得 Are 
c 显然 ，04 是 六 的 一 个 包含 6 的 闭 了 于 空间 , 可 能 会 有 有 7, 二 5. 
例如 ， 当 和 是 单位 窍 阵 时 就 是 如 比 ， 若 cc， 则 容易 证 明 。 ,不 
可 分 ，、Wilansky JW, A cae, MAHE ea 到 "上 的 连续 射 
影 算 子 ，LindenstTauss[ls3 证 实 了 Wilansky 的 猜测 ,他 证 明 ， 若 
ARBRE, Sepa ANET, MMA ese, RERET 
2 到 上 上 的 连续 射影 算 子 . 

18， 存 在 某 个 Banach 2X HBV, CRAEBRT XH 

任何 一 个 子 空间 . 

RX =", Maco, MRAPEME X'h 的 Teh SB, M 
FPEX HZA, GORATH TX Ae a BT He AR ETRE TX AS 

任何 了 了 空间. 
OE MEXER, WeX-MON, MMX W 
— AHR ie). SRE, HB rtre MONS Lo M iE 线 MER 
HOFF RRA BAR PETE XN. TÆ, XS OT th PRB X 
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hoes). Fai, WSR the, 例 旭 ， 六 /co 是 位 
Aro 的 一 个 商 空 间 ， 它 在 下 中 并 不 可 补 . 
#9, 一 个 Banach 空间 ， 它 不 是 某 个 Banach 空间 的 共 轿 空间 ， 

因为 Banach 空间 了 的 共 锯 空间 及 * 的 单位 半球 是 弹 * 紧 的 ， 
Aeh Krein~Milman 定理 ,下 * 移 单位 闭 球 必 有 端点 。 由 第 二 苟 例 
45 可 知 ， Banach 空间 工 [0，1] MR AA, PIMI 
工 [0,11 不 是 基 个 Banach 空间 的 共 禾 空间 ， 并 且 节 不 线性 同 胜 主 
— 4rd He 2 a OK EERE I BAB), 

Banach 空间 c, 的 单位 闲 球 也 是 没有 端点 的 ， 就 它 也 不 线性 
回 肚 于 … 个 共 罗 空间 

注 Klee F 1950 flH, 在 Banach 空间 全 二 可 以 酉 予 等 
rye we |W, MEG, ile WD 琅 与 任 悟 一 个 共 箔 空间 线性 辣 及， 
William, J. D p William, ，J， 了 .2 进一步 指出 ， Fig IER 
fig Banach 空间 ， 都 可 以 在 它 上 面 点 了 予 这 种 等 价 范 数 . 

Wojtaszezyk P NEH, go XLT ahs Banach 空间 ， 使 每 个 
可 分 自 反 Banach 22 AR te XA WET PSX SE 
faf— tk He 4s LS HE TA, 
20. 一 个 Banach $H) X HAS A*, 在 A* LRP SRR 

SQM M*, M, MSEE, Py WKS 

i], Bp Py BX 4d 于 + 导出 的 范 数 . 

VEC KX, N)E Banach Sih], Hika iCX, W*) ,假如 
ME X* LY B—-P RR. ECA, MBE, N RE E. 
KH aeX, $ 


Pa (a)= sup IFD, 
IF| ay tel 
Rl Py AEX bP, AX, NBER TCX, Pad, 
PAs al, CX, MBX, Py) HARES, 
即 Ury — Pe see? James? RTE is Banach 空 
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阅 艾 ， 作 出 了 一 个 与 了 * 上 原 范 数 等 从 的 新 范 数 ,这 个 新 范 数 不 是 
共 皂 范 数 。 构 址 细节 可 参看 作者 原文 。 

注 其 实 可 以 证 明 ， 若 不 为 Banach 空间 , 则 X* 上 每 个 与 原 
范 数 等 价 的 范 数 丝 为 共 轿 范 数 的 充 要 条 件 EXD A K E 
L16]). 
21. Pet Hs =. 

BRE SX PAAY, ZAM. BHY. Z 


seer ne 


WH, HY OZ=(03, Yt ZX GMAT SAL, 
设 了 是 这 丹 的 实数 列 = 一 人 所 成 的 线性 空间 ,使 ss= 和 


ka. A 
fol=(s.J.=supls.|, 
Mx Bey TE F 
Y={we Xin ABA EO}, 
Z={rE My n ARH 6,0}, 


MY, Z BEXATAR, LY NZ= (0), HA "he x, 


ig} Cober+g, MY +25X, 又 设 豆 " 是 一 切 上 只 有 有 限 项 


非 零 的 数列 所 成 的 对 的 子 空 闻 ， 则 加 "CC 了 + 名 。 BT Bote XA 
ERTH AMY + ZEX HEERE, MAY & 2A tb 
BY. 

注 Rosenthal nggih, 24 AR, of PEE) 
中 是 拟 可 衬 的 ， 即 在 PC PEERAA ANZ, Ha) 
与 是 拟 相 补 的 ，Lindenstraussc 指出， 当 六 为 不 可 数 集 时 ， 
eME PYRET th. 

Zippin feH T e, 中 的 一 个 条 件 枯 {5n}， 使 {zs} 的 基 个 于 
Pira RRT EHE o HANH] HD, 


to 
a 
Prt] 


22, Banach 空间 的 同时 性 . 

Fréchet 和 Banach "i!' 提 出 下 述 问 题 。 是否 所 有 无 穷 维 可 分 
Banach 空间 被 此 都 起 河 胚 的 ? 

Kanent!51 于 1953 年 指出 ， 空 间 foc, RARA, Ze, 
Kaxent531 叉 指出, 一切 无 穷 维 自 反 的 河 分 Banach 空间 都 间 有 是 于 
i, Bessaga 和 Pelczyfiskit4t1,1491 和 进一步 证 归 了 所 有 常见 的 无 穷 维 
Banach =A ERF l 1967 年 ，KareI05 证 明了 所 有 无 穷 维 
可 分 的 Banach 空间 彼此 都 间 胀 ， 从 而 解决 了 Fréchet 和 Banach 
HUA LIRR, 在 此 基础 三 ，Andersont 进一步 指出 ， 所 有 
FCF Ay 4> Hy Fréchet “El te ye SO RS, 

MER Tee, Trojanski EHT ¢ (7) 51) BA 
fy, Mail ST Bessaga’ My—PRM, BFR GRETA RS 
Banach EARR FAL Hilbert 空间 ? 这 是 尚未 解决 的 一 个 河 
RA, 

23. —HR EMRE EA Banach 空间 . 

两 个 Banach SX ‘GY RAR, 如 果 存 在 六 到 了 
上 上 的 一 对 一 的 映射 了 ， 司 了 和 三 :都 是 一 致 连续 的 ， 玉 与 了 称 为 
Lipschitz ERAS, MRE XRY 上 的 一 对 一 的 映射 六 aa 
H FERE C321， 合 对 任意 aw, YOR, BA 

Ciee yl << fCe)—F(yi<cela yi. 

显然 ， 如 果 两 个 Banach 空间 是 Lipschitz fabio, 那么 它们 
亦 作 是 一 敏 同 是 的 . 

甘于 Banach 空间 理论 有 下 述 基 本 问题 ， 两 个 一 至 同上 是 (或 
Lipschitz fal) Wy Banach 空间 是否 一 定 是 线性 拘 肥 的 ? 

Aharoni 和 Lindenstratussisal 否 定 地 回答 了 这 个 问题 ， 1978 
年 ， 他 们 指出 了 Banach 空间 e(r) Lipschitz 网 县 (从 而 也 - - 
ae fF ey Se PS PA, H eD) 不 线性 同 且 于 个 的 侍 一 子 
空间 读者 旭 有 兴趣 ， 可 参看 作者 的 原文， 
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在 Aharoni 和 Lindenstrauss ich, PAR SARE 
HALRA AS, FERAE PIR. 

问题 4 EXSYAATAS RAR, RNID HAR) 
Banach 空间 ， oR X-RAY, BPAXAGRERMRTY? 
nE X49 7 A Lipschitz ARO, MACET tE Er 

Heintich #1] Mankiewicz!" OE Wy. FX, FAP MSR 
自 反 的 Banach il, bea 4e-—7PER PEAR E 的 Cartesian 平 
Fi, AX, VE Lipschitz ee, Aci eee ee pE BRER 

基于 这 一 断 语 ， 便 产生 下 述 问 题 ， 

问题 4 讶 和 蕊 ， 7 是 Lipschitz 辐 胚 的 两 个 Banach 2 [a], 
ta) 若 了 线性 同 嘎 于 它 的 平方 了 3， 则 三 是 否 其 有 问 样 药性 Mir 
(b) #Y RMEARPEMHRRSA, UX ERAHRERAT EM 
Fe He 72 i]? : | 

Heinrich 和 Mankiewicz 还 证 明了 ， BY AEVU MBL IO, 1] 
(ici p<i+oo), RÆK Ce, 116A AA Orlicz 空间 ， X, 
X X Banach 空间 且 Lipschitz HEFY, Mx yee Ae 于 
Y, - 

HM 3 3 Banach 空间 六 是 Lipschitz [aF Banach 2 X] 
Oi, WX RAF {4 

问题 4 # Banach AN] YA Lipschitz MBE Y, HYRA 
AR Atei, WXGA Y 2 

Heinrich 和 Mankiewicz HMI, BXAS BAAR BAH A 
RE, DMM 4 的 答案 是 肯定 的 。 

问题 5 设 icpdt+oco, ps2, WY T — BHT 
Eto, Li? 


tho 
T 
— 


ny 


BILE fal (Heh Be 


引言 
本 辣 主 要 涉及 定义 在 测度 空间 (或 数 域 的 子 集 ) 上 而 在 典范 线 
性 空间 内 取 和 镇 静 向 量 慎 攻 数 齐 例子 ， 给 出 基本 定义 和 定理 如 下 ，; 
定义 1 Rad) EMR DCE ANRE REE A AX A AeL 
EAIA, ORT (2) FE E DER, RAMEE Ik FOX", 
都 有 


tim] fie (é)]—fL aio) 3 =0; 
ten 


Gi) Peat) FEE fp © DIBER BAY ENGI REE 


Pee nore ney 


lim}.# (6) =E=; 
tip 


Gili) an a ea oe (OPED LEADER BODEN MBS, 
BURR 2) ZED RORE, 
Sy. ta CO fo AIMER IBZ EAE fo DRAG IE E. 
eM 2 Malo, 673] Banach 4 fal Xm BI s), 
Ci) BRA ARE EREE POX", 数值 函数 flo) Le 
ETRE  CDRWHABAY, BHM eb) 中 所 有 有 限 
个 互 不 相 奖 的 区 间 (&i,877G 二 1;,2;***;%), 均 有 


cup | Esato) ala) l +o; 
GD 称 为 强 有 界 变 基 的 ,是 指 对 .上 玉 所 有 区 闻 而 言 , 均 刁 
supy |a{b,)—a2(a,)|<+o, 
i=] 


FEA LRT LORD HLS AS BI, R, R 
们 可 以 导出 相应 的 关于 弱 绝对 连续 ， 绝 对 连续 及 强 绝对 连续 的 三 
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个 定义 . 
定义 8 ” 设 0 是 数 域 X 的 开 子 集 ,机 EG,x( 引 是 从 0 BRIER 
CS XAOS, BANG (OEA b BGR Sy, 


起 指 存 在 一 元 0 eX eG LEE I s 9 时 组 ( 强 ) 


肢 化 于 Xo。， 为 明确 起 见 , 我 们 常 将 zo ya! (ho), HERRA ete 
bo RAND SG (GR) SRB, BR *{ 四 在 9 内 每 一 点 均 是 弱 ( 强 ) 可 导 的 ， 
BA. PRE 称 它 在 G 在 G 内 是 绒 ( 强 } 可 导 的 ， 

定理 1 如 果 ce OER MICKA Oo aT SH, BB 
各 ,对 任意 FE X* FAR Ba Ee fla Cb) AE to 点 可 导 ( 并 且 
{flee Tyan, = Fhe’ Clo) 1, Fea’ Cio) GE to AEE 
EZ, Banach E Al XX 2 SSFP Se a a A ee. 

定理 2 如果 we (OCERMEC CK AN f MARA EG HS, 
EÉ i ass ay a BGS Se Se, 

定理 3 WE eR RMOCCK A t RTS BSA, 
EE nh AE ESS 

EM 4 设 xts) 是 定义 在 区 间 La,5]J 上 而 在 实 Banach <x 
ARENAER. [a,b] 作 任 意 有 限 分 制 

CC 一 8<SI Sa Cin b 


作 和 
SaaS rls) Sas). 
WESI aTh MA. ls) BRAE ab] .上 


Riemann 可 积 ， 简 称 为 (有 R) 可 积 ， 耐 了 称 为 e(a) 在 La,5] 上 的 
Ricmann 积 分 ;表示 为 


y= f ods. 
定义 5 在 测度 空间 (如 ; 弛 ,5) 中 定义 并 在 实 Banach 空间 XX 
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让 到 值 的 向 量 值 函 数 =(s) 称 为 强 可 油 的 ， 是 指 对 任意 FE x", 
[sz(s) 均 是 CQ, A, u) EBART WAR. 

EWM IES CO, Z, eo ELIE LE ESS LX h NE 
值 函数 /(s) 称 为 弱 * 可 测 的 ,是 指 对 任意 © EXUDE (2) a bee 
(Q, A ,4) 上 的 数值 可 测 函 数 ， 

定义 6 如 果 sfs) 为 上 面 定义 的 向 量 值 函 数 ,我 们 称 x(s) 是 
可 数值 阶梯 函数 ,是 指 22 可 以 表示 成 可 数 个 互 不 相交 的 可 测 集 4 
(下 二 1,2,……) 的 片 ,而 在 每 个 4 上 ,zx(s) 取 定常 值 a E Xk, 
Zeer), 

定义 7 ERO, Zu) 上 的 向 量 值 函数 x(s) 称 为 强 可 测 
的 ,是 指 存在 -可 数值 阶梯 函数 列 {x.(3)} ,使 得 

a(s)-slima,(s) 

ZED ELFAA. _ 

iL, YX Rh, TRAM ETTIR eT i EE 
是 等 价 的 . 

定理 4 在 调度 空间 (2 , Hu) heals) 是 强 可 测 的 ， 那 
2. Gi)e(s) 88 BM Gi) SAAB Mas) | A, 

定义 8 EL CWO, A, u) bi TESMBanach AHX 
中 取 值 的 向 最 值 函数 xfs) 称 为 Pettis 可 积 的 ,简称 (了) 可 积 ， 是 
指 存在 一 元 zaE XX, 使 对 任意 SEX*, (LB f Seas) 


均 存在 ， 且 有 


fre(s) la(ds)= f(r0), 
这 时 ， 我们 记 
(PIL wCsyulds)=ry 或 


J TOJE) =en, 


enoje 


并 称 元 vo FEI RIL as) FEO bth Pettis 积分 , 简称 (P) 积 
分 . 

BML. 4X RK (MBA FARROA TAN, 
Gi) EOL, MR es) ACP) 可 积 的 ,那么 它 也 必 是 弱 可 测 的 ; 
(iii》 当 z(s) 在 QO 上 的 (了) 积分 为 wo 时 ,zo 是 唯 -- 确 定 的 . 

定理 5 ”如 果 蕊 为 直 反 空 训 ,那么 ,只 要 对 任意 了 EXY*， 积 分 
(LIF SECIE) 均 在 在 , 则 z(s) 的 ( 忆 ) 积 分 岂 存 在 ， 

定义 9 称 4(s) 是 Bochner 可 积 的 ,简称 (B) 可 积 , HG) 
xz(s) 一 wo(s) 是 可 数 什 阶梯 函数 , 且 [z*(s)| 是 ( 工 ) 可 积 的 ,而 这 时 
EXE Bochner plir 


(B) f a°(s)u(ds) =} sl A) ORRI) 
a k=l 


(3k ELBE = JAn ARSL 2 AERA R, B 


k=] 
°(s)=a,€X, YSEA k=l, 2 haD a (8) Æ E Bochner 


BU BL oT RAL HE RAKO ILD Able OF AGAR BEDE LE 
imf Jocs)— asl elds) =0, 
而 这 时 定义 长 Bochner 积分 
(B) f(s) ulds) = tim (B){ w2¢s)uCds). 

定理 6 WT «(E(B BY, BARA eCe) OR 
fe, FEAL ars) ELOTTE. 

SHY AE rO EOR AUBE COTE H 
访 黄 积分 值 是 相同 的 . 

关于 向 晤 信 蜀 数 策 上 述 定理 的 证 明 及 蝎 多 的 材料， 可 参看 
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113, [19]#A585], 
1. FERN.) 上 而 版 值 于 空间 所 中 的 一 个 弱 连 续 函 数 , 它 
在 中 ,TI 中 的 Cantor 集 上 无 处 强 连 续 ， 

SEER. MAR Ab es ER a2) ZE 和 SRR ESR ABATE LE fo M OP 
GEES, RZ WRB. Rye THe [0.1] 
上 而 取 值 于 空间 如 中 的 弱 连 续 匡 数 , 它 在 [0,1] 中 的 Cantor 集 上 
FORD SESE, HRP an 

FERRO, 1] be Me Se ee Be Fd. CE) 如 下 ; 对 Cus 

1 


E 2) A CEO ZIRA Oph 去 )}=1， 在 [0,1] 的 其 


rh espe Mb <1, & 
ronald 
È) & oO AER Z 外 的 


tis osii ,0 ,在 [0,1] 的 其 它 处 为 线 体 ， 对 On 


27° 
Wy 0. FEET Ca R=1,2,3, DPR COMA 1 而 在 [0,1] 
的 其 它 处 为 线性 .如 此 继续 下 去 ， 再 令 

itd) = Hite), 

g(t) = 2 1 + PCE, 

Pal DS Mp (A) e H T pa- tat), 
MET ps( 全 在 [0,1] 上 连续 旦 0 过 mn( 迄 1， 又 , 在 Cantor 集 上 
P (OWED 0, Mt. ALE H Cal H E Cantor BIARRA) 
PRA., MA 
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-(4, 2), wees Ong =(2, 2 5), A pC 在 这 些 区 间 之 外 的 什 


Palti.) =O(m<k), 
Pll) = UKEN) . 


4 

OOP walt), +++) 01, 
由 于 Pa HARRER REALE) Cen 的 中 点 tan ADMD, ie Br 
是 这 种 点 ， 则 有 有 


Lew ylar) -= 二， 


BH e ci EN z(t) 是 定义 在 [0,1] 上 而 取 值 于 如 的 向 量 信函 数 。 
FER f = (Cai, ree, at) ECE =P, Ml 


fl2@I= Daw) 


是 上 的 连续 函数 ， 故 < (为 在 [0,1] 上 是 弱 连 续 的 。 

ike (t) fe Cantor 集 的 每 一 点 c 处 都 是 强 间 断 和 的 。 事 实 上 ， 
在 这 种 点 上 ke) 一 0。 现 取 一 个 中 点 序列 h tE L(y +00), 
full 


lect) rte) = l(t, Nie, 


Hea ( DE c 处 强 问 断 . 

注 对 任 给 s(0<<e<<1) ,仿照 上 面 的 构造 法 ， 可 作出 一 个 定 
广 在 5[0,1] 上 而 到 值 于 空 闻 吾 中 的 弱 连 续 ， 但 在 [0,1] 中 的 某 个 测 
HEU 1~ e 的 集 上 无 处 强 连 续 的 函数 ， 

能 否 把 印 数 z( 电 的 强 间 断 点 集 ( 这 是 一 个 无 处 舟 密 集 ) 代 以 第 
一 网 的 集 ? 这 是 尚未 解决 的 一 个 问题 . 
2。 乙 有 界 变 差 而 不 强 有 界 变 盖 的 向 珊 值 函数 . 

GM, SARREMRORBAR SEW RZ. # 
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如 ,; 设 瑟 是 定义 在 区 间 59,11 上 的 一 切 有 界 复 值 菌 数 *( 相 ) 控 弟弟 线 
性 运算 所 成 的 线性 空间 ， 于 *EX, 令 
lz l= sup 1z(D1 
MX Banach lal, Fey, 我 们 定义 由 区 闪 [0， 1] By pyre Fe FL 
ax plé)sa,(t an T: 
1, occ, 
pl) Hat} = nee Edta, 
= 1. 

FEO IP EB AR PA HEAL M(B) (i=1,2,…， 
REA BFE-fEX*, RNA 


| f {Steed -vce)1 | 


<i ft | Eeoa] | 


sift. 
因此 ,ef 是 [0 LIL BAA SSB, 

BH, SEERA f,7E 00,1], 24 Ex A 

lp) em] =l, 
K pO BAR EH. 

这 个 例子 属于 Terspang t, 

注 Dunford” H , Banach 4 ji] +P fa) Sa A Ea BY) ge FP 
ASAREE tÉ. LIRR AIT Banach 空间 中 疝 其 值 
HMM ee RRRSRAR BENS HY. REO 曾经 证 明 ， 
JAK fall 0,1] 到 Banach FAXAR BARTAKKE OEE 
Rite SOAR. RPT ap BE Fréchet 空间 并 不 
成 立 . 

3. HEREC] LMR She phn S x(1) 一 
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(€,(2)) . fete Ea GE Lipschitz 条 件 ; 而 U) 不 是 温 有 
TERRA. 
设 rU SiE Ee OKE, ARH BPA EnC) 
在 L0,1] 上 都 满足 Lipschitz 条 件 ， 
[EnEn SM E EGI 
ABA Ma} AFR M et) AAA Ze BB 
Bi SER ROR HE bike Bs, Aik 
AOR RET A 07,6" € (0.11, 
MRE LM AR, Mek EE. Bla, PE— 7j ir 
AEDE 


s, l 
Q, js taga 
€i(4)=47 l, t 一 1， 
线性 ， 5 sgial; 
| 0， Oecd, 
| l, FAI, 
1 i 
- 1 
aia, 
D. Qae 3° 
1 _ 
&,(t)=41, Te =l, 
i 1 
线性 ， Bt! 


ESR, ,每 个 5.( 引 都 是 [94,1] 上 的 递增 商 数 , 且 
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- 1， TD0， 了 一 0， 
ED ime (D| ILI 


HALS {EGE BM, 每 个 东 数 5 都 满足 Lipschitz 条 件 ， 
LECE ECEN EME ltt” ECOL 
{E MWR aE n=l 2 PLM REAR 
列 . 
Bee (ORAM, Ale, MLO. 


1 1 1 
0< pegs gs $ 


BIA V (a) = = co, El (ORERE REM, 


4. EEEE LO, 1) LMR e t He Ri we RM x(t) = 
(6,8) }  1e{ E02) a F E(t). EO SE OMAAF 
Se LA. MORASS RSSH. 
容易 证 明 , 如 果 (D= {EGE c OKL ABA AR 
E(t) = tims (6), ABA E), ECE (= 152° …) 都 是 区 间 [0,1] 

下 交通 实 值 有 界 变 差 函数 . 

二 当 福 意 ， 上 述 条 件 并 不 是 弱 有 界 变 差 隔 数 的 充分 条 件 ， 即 
使 再 洪 一 个 条 件 ，1{5。( 引 } 一 至 收 侣 于 ED, 也 不 能 保证 rE 
FREAR. Min EFKO D AEREA a E 

OPT 1 
作 一 列 晒 数 Et) aT Ps 
1, Oir, 
TOE 1-:0 Èr gial, 


TaT a n= 2,4,6, 808 4 BE), 

lo, 了 # 在 50,1] 的 其 它 部 分 
T,<cbCTg41,8—10,12, vee „26 JÈ 9 E), 
‘0, 了 在 [0,1] 的 其 它 部 分 ; 

(2, TEP ye RR By tO, CHE Rh? Ee), 


AOS] 其 中 下 一 RCR 1) 


0， 在 [0,11 的 共 它 部 分 . 
BT BM, (CE) }fE00, 1] E~ ke EG )=0, went £4) Bae 
个 E(t) ATE A Fe EA 


V (8)=0, V (naka 22 RRL), 
o [i] 


iM a(t) = {EJE e RAMA ER, WEE M om0, c= 
Arn 512e, 则 于 je<< 十 co 此 时 可 得 一 个 线性 泛 函 下， 


flea Se) e<e<t. 
AGE COMER ARES, fle] <0) 是 一 个 包含 正 穷 和 
的 阶梯 函数 ， 它 的 全 变 差 是 


' =, E “4 
V (@)= Lage V (Ea) = Dyn 


=: 24- +o, 
TEJD] OR A SRA FE A MA «(2) 
We He BAS FF Ee HK, 


E 


5。 存 宪 定义 在 和 ,1] 上 而 取舍 于 。 中 的 弱 有 界 变 差 的 无 处 连续 瑟 
数 . 
不 验证 明 ,和 如果 2 OSES) BAA WEE RM IBA rO) 
在 [0,1] 上 至 多 有 可 数 个 不 连续 点 ， 也 就 是 说 ， 至 多 有 可 数 个 点 
£,€ 10,1], 4E 
lim | #(#) — elt l] =0 
不 成 立 。 BEO LB ARR SB, 则 上 述 命题 未 必 成 
立 ， 例 如 , 取 [0,1] 中 的 一 切 有 理 数 {r,}, 作 函数 
aofi 7 ™ 
Ü, é@r,, 
则 (4) = {£,(2) } We HELO, 17 ERRATA e h toh I 


BRV GOE Ar ORREN RAAR. 


BrE JEEE. SKE. FER E01] 0 
a(t) - æ CE) | = sup Ealt) Enlt) otl, 
HE to RATA =r M 
lre rlt SE Er SLEI] PEro 
故 lim |e t)— 2 (ty) | =0 不 成 立 . 
YMG? te LIER, WUT PALA Lr} rete T 
dar, J—a(te), =suplén(t,) — Enli) | 
=E Cra) E(to)|=1, 
所 以 ml e(t) — eee} == BARE, 
这 样 我 们 便 证 明了 xz 人 6 在 [0,1] 二 每 一 点 都 不 韦 续 . 
E. Helly 选择 原理 对 于 取 值 于 。 中 的 强 有 界 变 差 函数 族 并 不 成 
xr. 
作 函 数 


FH 4, 


[ze o<tcimtarct. 


TE (F(4),0,0,---), 
a(4)=(0,7C),0,- "*)> 
e= (0,0, f(£),0,°°*), 


Nya a MCE) = (CEP CE) ECE) Ee, H 
lim é (8) =£ (1) = 0, 


1 
BHM: heL, \/(@)=2, =1,2,…"， 但 及 
9 


{ze2(9} 中 并 不 能 找 出 任何 子 列 ,使 它 在 [0, 1] EiUA CBIR 
ATE MPR 2(t)—0), Mba, ERE, al 
O= (EP EPC) g++ +) AAEM E EPU SO(n cn: 
1,2,…) HDL PEC OLS k EB, ERE Bee, 
则 

B™ CE —CO,e8 +, 0 
itl eCi}=—CO,e8* G FA, ATER n ER: Fatt RC= nm) te 

eof ef) whe 

| i (+) 一 sls), lyse 
这 就 证 明了 收敛 性 关于 坐标 锡 号 码 z 并 不 是 … 玫 的， 对 于 
{se5(90} 的 任何 子 殉 贞 部 ， 也 有 这 名 情形 ， 共 证 法 相 后 ， 所 以 在 
PER AE EA (2) MBAR NYA ished ts Wee 
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TSS OP PAB Bp WS — Bic HED 
例 3 EA 6 Æ RAR RS. 

55 Me RYE E Hh oe EE EDE EEA 

Dunford! "48 H, Banach 2 flp [fq Bt (es Ben A eG 
FREARS Sft Bee Tao, M BER BAS os 

$a ATES SAHER APSHA SH. he T Pee at 

EARR AA ee eM HEAL Be, 构造 细节 可 参看 作者 原文 . 

8. a nbenaisesten, 

T , 强 绝 对 连续 函数 必 是 移 对 连续 的 ;绝对 连续 丙 数 必 是 区 
MaE ety, SAP EL, Teancana?™ fe 7 —P ee ee k A 

强 绝 对 连续 的 向 量 全 函数 ， 狗 造 细节 可 参看 作 堵 原文 

SE HRE EER, A De (LO. 1 128) Banach 43 fa] X Ayo. 
979 AES re BEX AIRE. ET) APS 
fal, SATIR BS et PERS RTT. Hea Ah a? 

9. CHEAP EME (0.20) EMRE) e AEs 
x(t), EAE fe c*, MIRA eM S, 但 x (ea 
FoR See SR. 

我 们 有 下 述 命题 : BE Ct) ER GC 到 Banach 空间 六 
ARREARS. WE rO ERR AWJ f 是 能 可 导 的 :都 
A fEX*, 相应 的 数值 函数 fle) Ade te RATS, 并 且 
{flat Nog Fle Cte) 1 FE ae’ (to) we (ED TE bo KIS Ga Es 
2. M423 Ta] X RAL BS PP Se BY he A. 

FHER 2 LX ASA SE I, ba oe HEH ae 
felon VE e (DAMA (0,2 oA EH e AS it Eee Be 


a= ft, 


那么 对 任意 fe ok ,数值 函数 fla (O14E(0.2 要 内 处 处 可 导 , 然而 
向 量 值 蓝 数 人 作 在 (0,2 eA AA EG I, EE E i 
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BF c*=2, Apex re: is Ec*, 就 对 应 唯一 的 一 个 元 {9}EL 使 
得 


ffz(D]= De , 1e00,24), 


于 是 ,由 2 ibe’ 在 区 间 (0,2 r) 内 的 一 狼 ( 娃 绝对 ) 收 仇 性 , 我 们 


SE BU ATCA SR Fle (t) J} = So idye™ 在 (0,2 x) 内 处 处 存在 ， 得 


n=1 


另 一 方面 ;如果 假设 wt ESE (0,2 2) LAB SE a’ (ty) = 
{ene MA, bikie eT ER /一 15,}E7, 我 们 有 


Dibre” = {Fle Dae 


= fla'(to)]= 306,88. 


于 是 ; 当 特 别 了 到 一 A 使 其 与 
Lf}: 0 "ELRS=1,2,r+*) 


St RL, RS AA TS eth = {ie "y (ik RH limi e! 

PIE. AmE E cR A I TEBE BBY s GECO, 2 4) 内 是 

处 处 没有 弱 导 数 的 . 

i. ED SRR oD She Bias. 
HARRERA ot C—1,1)-- 0", 


fa jL 
ri R? n? 
0， Fev. 


e EURA m A L pai 0 Mac, TE 


x(t)—2(6) -人 t= 
0, KE. 
H Plim AEDO Lg, Flt r yE t=0 Abi A H 


(0):*0， 但 是 |"( = (三 )--=(0) 有 = 因而 4 在 1 一 0 处 不 是 站 


ay SAS, 

ACS, WR aE — AE YE Bab ab gs n Sm A ST) A 
HE SAL], pp.389-—-392), 
11. 存在 处 处 瘟 连 续 而 却 无 处 弱 可 导 的 向 量 值 函数 . 

AAH, Bra AR RGCK Ae Mh eee. MA. 
对 于 任意 一 点 GEG, AR v(i) 5 SA, Mare ty AE RE 
PM; eZ. Rem, EK, ATLA PEM — Pa eb te ESE it A CE 
BS a) SAN Bee. 例如 , 设 (6 是 出 区间 [0,2 rj] Banach 
空间 ! 的 疝 量 值 两 数 ， 

née sinné 


a(tj= (sins, © sss am) EE ESPE a 
2 4 i 2 


其 中 Oo <1, WBA w(t) 在 [0;2 rj bab ERE A ABS Bag BL 
F. 事实 上 ， 首 先 册 


10? = (Sat) 


n=l 


TA. Eine Mie CAA Kp AIC. FFL PEAR te CLO, 20], H 
Set, + ACC [0,20], WA 


[eC f+ At) — arty) |? pie A] 


a} 
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in St 
„ghee + > jen 2 
ani \ cit m) 
= 2 „4V 
< 二 | re 2 
h=] v2 


-Ee 
n=} 

PA Tg AH a BE AY e OEO, 2] biR Reer, E 
Ky BFO * = 2, AEREE RA e (2) = Cae i 
导数 存在 时 ， 则 其 器 导 数 必 为 {zw (to)} SE EL, AS Sie Be BE 
RER, 我们 还 应 有 


favo) 


= Slate) L +00, (1) 
所 一 了 
Sei, ATR 


a v fcosnio \? 
Sle.’ Gls 32 “oT 


=1 n=l 


= 


kad 
= $ in cos nia 
n=l 


Lpa Ira (ED = +00, JX SU) RRA IA. AE. {APA 


Bea) ÆC, 2a] EETA By SA. 
12. EF REE T SBD Hs NTE ee 

Jamest§ H. MRR 23 [A] 3) — 3k hy Banach 3 [a] NAY oh 4 FR EE 
函数 必定 是 几乎 处 处 强 可 导 的 .应 当 注 意 ,对 于 不 一 致 山 的 Banach 
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空间 ,James 定 理 并 本 成 立 。 例 如 ， 设 xz 人 是 由 区 间 0AA 
工 {10,1] 认 的 网 量 值 范 数 ， 
GEE, 
tša l. 
那么 ,zf 六 在 [6,1] 上 是 强 绝对 连续 的 ,从 而 是 强 有 界 变 益 的 ,然而 
邦 处 处 不 存在 强 导 将， 事实 上 ,对 任意 [ay 有 BCr0, 匡 ,由 

Ee (BYE [ela) IE) |= J" dé= 8-2, 
IFC, AERAR ERARE O F) k=1l2 
… BA 


LOG 下 


n 


= Ja(P,J—aladl= SC Bi as) 
= 


ko 1 


Sota Se WT CA He (2) ECO, 1] EER ESE, A, 
于 
bet) ]Cé)—[ a(t) CE) 
i—ty, 
0 OSE mint) o 


= TET min( fa t) <E max to E); 


0 »max(é,,¢)CE<i, 
eee (DELA SR, MERA >h 时 少儿 乎 处 处 收 敦 于 
Lo. LJH M9700, ein 


fi (SF) a= 10t), 


EE e (DEE AEL 1p ETTER. 
13. 存在 强 绝 对 连续 函数 , 它 并 不 几乎 处 处 有 器 导数 . 

HLEH FERREA OE beaa MABE. 
HERES IERE, AE, BSE — Poe RR 
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“SEAR LF Re ah ff a Se 

Bee (QFE MALO, 11A] Banach R AZ [0,1] Afi) aa 
数 ， 
1, OSES, 
0, IESI, 
则 zx( 丫 在 [0,1] 上 是 强 绝 对 连续 的 (参看 例 12), 

花 证 x() 在 5L0,11. 上 并 不 几乎 处 处 有 器 导数 ， 事实 上 ， 由 子 
(Z£[0,19)*=2°(0,11, Ake Faia LL 1 上 的 有 界 线性 Eee 
的 一 般 形式 ,可 知 对 任意 1 一 5 E LTA 


fle(] = STONDE ag 


teora] 


=f di, zeroa]. 
FEMUR DAT HS 0,11, 49 
Fifie). (1) 


Leh ane [如 在 [9,1] EIDE abe ay See yG) GL E011, 
46(0,1], BARTER SE SF L°(0,1 A 


Flea D=flyC 的 ] 


=S ONO 2) 
综合 (1) 与 (2) MMENS) E Zr[0,1] ,关系 起 
OGOLE (3 ) 


对 及 乎 所 有 的 {E50,1] 均 成 立 。 对 (3) 式 成 立 的 任 一 点 [90,1]， 
HyS y (40) 时 (当然 有 YoE [50,1]), 有 


SIEDE), WE ELLO 11, 
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IATER E— DCS) E CE0,1], 也 应 有 
IRZOLOL -ETOS (4) 
也 是 ， 上 式 显然 是 不 对 的 、 事 实 上 , 当 在 空间 C[0, 菇 中 取 一 元 列 
1 十 RE 一 有) EEL d to] 
(6) a [ETRE to) BE hos bot es 
ta, 在 [0,1] 的 其 它 点 (P-= npm t1). 


BE. nAi laii +C [0,1] 的 某 一 正 整数 ， 由 《4 R. 
可 得 到 


1 
1 =5, (i) = f ys) ds 


Ent 
a 
Sp 

fao= 


GEES, eA y(t)! Mop i a Ee A, Ah (ECO, 1J 
JEAR FLOP ab ab ay 8 TA. 
1h. RRP Ey HE Hilbert 218] , Ol Ais SEAR. HER 

Pa) Pe 95 BBS, 

Fix (FE SL | Hilbert Ah EA Be M 称 
Cb) AH HAES ERs BF FE — A PB BU Bio CO) A i 
线 ; 称 z(2) 一 4(a) 为 男 线 xf 所 的 由 区 间 [a ,确定 的 落 ; 如 果 区 间 
Lat] Sle, dIR ZAP ROBIN, WR O) e Ca) 与 
a(d)—a( ef: RABE, 

对 于 每 个 光 穷 维 Hilbert 空 间 , AT AA EE a PE HEE 
HRR, GREGAR E RA. 事实 上 ， 册 
于 每 个 无 穷 维 Hilbert 空 间 有 和子 空 间 与 [0,1] 线 性 同 题 , 因 而 我 
人 只 要 对 空间 5L:[0,1J 来 构造 上 民有 所 需 性 质 的 简单 连续 曲线 即 可 . 
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ale ate 


EREDE {R=no Rot 1 *), 


HELA 


1, oai, 
o= Lel. 


者 0 委 4 委 8 委 1, 则 


la) aay]? = S EEKE la) ds 


=f ds—b—a, 


Ber (Ew. BW, cM, AVERETT A H 
PAIS WIS ABAL BEN. 
注 Oe biked MT ETEA EHibert ARAL 
A i] 2B VE AIRF 3 DLO, LR it . BER de — BG Johnson USH 
JRE, Pe TG ae ilbert Zr fil] h AY ei AE SE 曲线 , 它 
ME Ba PS a Be MK aA Ae. 
TA. ERO Ml te AN Se OY A BY be SS AA. 
HEAR 01 A — PECL) BR EC ATO aE hl 
27((0,1 5) A AY fed att ER Be 为 
Fa), a la), d, Of 81,0601, 
Bebe sv, (i) 456 Bite (8) = OSES); CID se LA, 
BEA, hla, (s}=0;78--5, Ma (s)=1, FA, he (OWE 
A HE be CS) Ay 
a, (s)=0 (<< ssi1),°46,¢ 2M, 
0, eS pk EE, 
no 
1, s=&,8,€8, 
Ame (8) (0 过 所 1) 为 区 闻 [0,1] 上 的 ( 工 ) 可 测 函 数 ， 也 虽 2(s) 
是 弱 可 测 的 ， 另 一 方面 ， 记 于 


| fo s& E, 
Ja Csi > Colne [a= | 
U, sk, 
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Eeo ERE HRE AKERA ecje (Lym 
Fuk. FS E Ae 4 dons) Æ] ERER A DS. 
Ta. EI” oam AN a m oe a a, 

ie NEE, EEE N TR R E ER 
AELE NAR ae, Belas FCN, SATA 
it 

HSUP)=n(S) + uP), 

Doe cei BAR AF 


qui son) Jaep N = U meneng i) 
i=1 r 


<+, €1) 
4bfeC(N) HWA EREA. 所 组 成 的 线性 空间 ， 则 在 范 
数 (1) 之 Tb 了 al NN) 为 Banach 空 间 . 

兹 证 5fa( 态 ) 是 沾 的 共 罗 空间 ， 事 实 上 , 对 每 一 了 E CU), 

令 
HOS == fX g) 

其 中 X ARR SHEAR ASOT H= OM, Xsup=%at Xa 
而 4 是 有 限 可 加 的 , 叉 设 对 = Uere; Nes= PSG jh EAr = iE) 
CI” én =sgnule,),24 nc ex 时 ， 由 [1% 二 1 二 

luten)|= TE, Hle) CEMn, Ce) 

= f(T Ee 

(AAVES % 1S) .政和 雪上 凡人 共 而 庆生 87e5 六 )， 

再 证 w: 了 4A 是 [本 )* 儿 站 af 7) 上 的 一 对 一 Wee, 
RE, PERIMETER AOA RAT EH a 的 线性 
子 室 间 ， 对 每 一 gEbjat 六 7 eM 

FiS Eule), 
kiesi EE ma e EAR ate, EREA 


刻 当 [zli= 二 1 时 ， 有 

FCO 1<eUsllacedl<iel, 
Bins e( 2°) Af i<lul EFE Ee eh, ee WT eS 
WE LRP IBN", PGKMER OBES. MIS] C". 显 
Rs Sauls) BoP) =H leh Ub say) 
E-A, Be, bf aN) ALU ASS TAL, 从 
iif EE") EP Eb fa Yay Be 

f= f sdy (wel), 


BAE APES R MAAR DEPI R EE A AT 
B F Sierpinski 4], 
{r EREL 1] EH Rademacher eA, MANEL], 
ay 
Tal) =sgnsin 2", 
i f COR IATO, JAEN 0 Py AS E EL PK 
f(D) = (BOSD , Cred) eee), 


oe Pe NETE ENGR NEAT ALU 0 eR, RUE 


salts HER 
(i) ge t= 本 cs2- "是 [9,1 中 的 任 一 非 二 进 小 数 , 则 


1— i=: S1 0,)2" 


及 fG 一 日 = 人 1 一 9 
(i) 积分 人 fd 是 PP 上 的 一 个 有 界线 性 泛 枯 ， 


GD 由 于 对 每 一 有 限 集 如 CN ,看 有 天) 一 0 RO, 1] 
中 的 每 一 个 二 进 有 埋 数 d, tt+delo 1 有 


f. 7CDean= 人 ft+d)dp, 


Fo =f F@du, Mol) EORI RI Gane 


Tat) +1 2}) =0 Wt, p(t) =O; BCLR rat +1=2}) 一 1 时 ， 
pli)=1. 

220k gp( 如 在 [0,1] 上 不 是 ( 工 ) 可 测 的 ， 事 实 上 ,由 《fiii) me 
契 笛 密 的 周 曙 ， 因 丽 % 关 于 [0,1] 上 的 ( 工 ) 副 度 应 几乎 处 处 取 常 值 
五 。 由 (条 对 人 每 一 个 非 二 进 小 数 § 10,1), 


pais { fan 
=f (ste) fa 
= aN) f F)du=1-0), 
ik, K =1— K, Kos, 得 这 与 9 RR OR LARA. ie 
9 不 是 ( 矿 ) 可 调 的 ， 从 而 了 不 是 弱 可 测 的 . 
恋 后 ,不 难看 出 了 是 弱 * 可 测 的 . 
12. SEBS, BIS e 内 的 向 最 值 函数 xfs) ,使 对 每 一 FE c*， 
fl x(s) JHE Lebesgue 可 积 的 ,而 x(s) 并 不 Pettis HR, 


可 以 证 明 , 如 村 xz(s) 是 定义 在 测度 空间 (如, A, u) EWER 
自 反 Banach 空间 羡 中 取 值 的 向 量 值 范 数 ,那么 ,只 要 对 任意 卫 E 


X*, 积 分 ( 工 ) S fCw(s)ju(ds) 均 存在 , 则 2(s) 的 ( 户 ) 积分 也 存 
在 (参看 [11],Pp.410 一 411)， 当 了 非 自 反 时 ， 一 般 仅 从 任意 了 
X*,( 工 ) 了 f[w(a)Ja(ds) 的 存在 ,是 保证 不 了 xz(s) 的 (了 ) 积分 


存在 的 ， 鲍 如 , 设 zs) 为 定义 在 区 间 [9,13 上 而 取 值 于 室 间 内 
tone] el Br Be, 063) 二 {x5)},0 过 ys 所 1, 此 中 


vls) =0, wats)= 0, 
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1 
2%, <8 Son” 
Prati (3) = 


0, s O10, LIK BIA, 
由 ripe EEH x(5) 的 形式 为 


当 寺 < s 所 LBL, #(s)=(0,0,+--)5 
gics <i al)= (002,0; 


yie < Lit 2(3)= (0,0,2,0,4,0,°-*); 


Hyg s= Soa Ia zit 


(a) =(0.0.260,4,0,0¢".20% —1).0.° >); 


Pith 2(a 一 1) 在 第 22% 一 1 个 位 置 上 .于 是 ,对 任意 /二 {5.}Ec*= 
i, A i 


人 7[z(s)3as 一 pls baat (8) jds 


1 4 a — I 
2 4 Zone bo 
=f, fit fite PERETE 
至 4 6 a0 
=o t+. zba +402 bit 4h) 
4 12‘?! 


1 


tere 2n(nm—1) (25, +4 Gs * 


+2(n—1)bs,-3+¢t, 
四 acy D7 =y př 


1 
f SEG) s =b +b. + wet bBoger tatty 


RUST HK f Sct =!, 数值 函数 fla(s) EL LBL) 可 各 
9. (2-H. Pett Hl rp cz, =—(0,0,1,0,1,0,1,°° G 
5， 因 而 x(8) 在 [9,1] 上 不 是 (P23 可 积 的 . 

18. Pettis 可 积 而 不 强 可 测 的 向 里 值 函数 ， 

A BUA, 【三 ) 忆 积 的 向 量 和 公函 数 必 是 弱 可 测 的 .但 是 ，- 
AIR EAE eT AS, a, 设 xs) 是 例 15 中 的 能 可 而 而 
A A Rea Sth} eC (0,11))* 用 有 
了 = {bE EP LK 


FL e(s)]= Li degtien (8), 


Eh x;(s) 的 假设 还 知 fx(s)] 为 除 可 数 个 点 外 均 取 0 和 值 和 的 也 


f fewCs)1as =—f(0), 


的 (也) 积分 为 0, 
19, Pettis 可 积 两 不 Bochner 可 积 的 向 景 值 函数 . 
可 以 证 明 , 震 x(5) 是 (8B) 可 积 的 , 则 车 环 必 是 (PP) 可 积 的 ， 凡 . 
FARE AA, MAHERE, EAU, 
和 一 例 例 18 Fb en eA CP) RA a a a F 
TOS tAE S, APSR BECP ARMA BT, 
消 二 后 i ae (4) HMO, + co BS ial * AAG Te ee 


#(t)=(0,-++,0,250,++°)5 #€[n—1,n), 
tt rl 
由 于 对 任意 了 二 {4f,} Ee* 王 4, 均 有 


[ER 


+» JBG « 


+ 


ap 
rdn 
=} pt, 
tal 


即 有 人 FOIE fla), Shae eh Ec, Ak. rE P) 


te 
ay as, H 
(Pf adis hat, 
查 另 一 方面， 我 们 显然 有 


fsa yt +o, 


FAUTG lar) | ZELO, +00) EREL ATA Sl RER Se 
Hue ARE CB aR. 
£3, Redon-Nikodym 定理 不 成 立 的 有 界 变 差 且 关 于 绝对 连续 
的 向 县 值 测度 . 
BUA, Ap) o ARE E A, XÆ Banach Hij. FA 
XEM RIE, EEA, AU ED RA A h HAHET 
限 个 元 的 分 铺 ， 规 定 


IF |(H}=sup > | PCA). 
T az 


称 | 下 | 为 严 的 变 差 。 若 | 有 IO)< + co, MM HP ERRAR t 
BIE. 
设 严 : 鹃 > 天 是 向 量 值 测度 , 若 对 任意 >00, 存在 5>>0, 使 得 
hE Fw BY <O | FCB) |<e, RRE RF a BA ARES, 
在 测度 论 中 有 基本 的 Radon-Rikodym 定理, VE(Q, 4m) 
是 e 有 限 测 度 空 间 ,p 是 纪 上 的 0 有限 广义 测度 ,» 关 于 “绝对 素 
WEE LATA A f AMET E € 经 ,有 


y( B= f fae, 


自然 要 问 ， 对 向 量 值 滑 底 而 言 ， 相 应 的 结果 是 否 成 立 ? BP: 
A>XPAAAAPEMA RARE, APES, 是否 
FET © B(2,X,u) (Bochner TRARA). HBP EE 
B, A 


F(B)=f fan, 


下 面 的 例子 说 明 ， 这 个 结果 并 非 普 遍 成 立 . 
i Q=(0.1], 4 A#L0,1]_b Lebesgue hf MRS, m ALeb- 
esgue HE, Mian er: ae, 为 


P(E)=]f sin 2rxtdmca)}, 
iL PCE) Se, H 
|F CB =sup| f sin 2 xtdm(t)| mc), 
DE FAAS ESM co EE, ASE mE, an 
存在 Bochner 可 积 国 数 了 :Q>co, HARD) f f(dm(t), 
Ke FQ=(F,.()} Wat Le A, FE n PRA 
(FE = | fnamet), 


Bea LET tfa) =sin nt, Pina B= {i :|sin 2"z 引 > 


i 1 一 
Fe} MAH em =y AN 
m(iim £,)>Tmm(B,)= 4, 


所 以 mE f VE re) 所 计 , 即 了 并 非 几乎 处 处 为 0。 什 的， 此 为 
FI. XRT Radon-Nikodym 定理 关于 志 并 不 成 立 . 
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法 上述 例 了 说 明 对 向 量 值 测度 前 言 ; 需要 讨论 Radop-Ni- 
kodym 定理 成 立 的 委 件 ,因此 ,引入 下 列 概 念 ， 

— A Banacha A X PRG T(E, A, AA Radon-Nikedym 
PER JER (2, Au) o 有 限 测 度 空间 , RETA 
u 绝对 连续 的 向 量 值 测度 Fs BX FE JEBO, Xu), A 
对 一 切 BE 统 ,有 


F(B)=f fay, 


rr 


具有 RNP， 如果 下 基于 和 鲜 个 0 有限 测 度 空间 (Q, R, OA 
Radon-Nikodym 性 质 . 

有 关 RNP 的 研究 早 在 1933 年 就 开始 了 ， P, Bochner 引 
AT MES ah (A) Ra. RAA, FRR PIERS) brs A 
Radon -Nikodym MHE it Be A AA. Ha, Bochner 
发 现 这 并 不 总 是 可 以 的 ,例如 导 室 间 芽 “50，1]， 相 应 的 Radon- 
Nikodym 定理 就 不 成 立 ， 那么 ,对 慎 么 样 的 Banach 空 间 ,Radon- 
Nikodym 定理 仿 然 成 立 呢 ? 1935 Æ Birkhoff 证 明了 .Hilbert 2 
HAA RNP，1936 年 Clarkson BJA T 一 履 山 空间 的 概念 ,并且 
ENT, 一致 丫 Banach 空间 上 FF RNP, 193646, Dunford 和 
Morse ERT ARAR AAR Banach 空间 具有 RNP， BEG, 
fe 1938 年 Teswibyna Xie T. ie Banach 空间 乓 有 及 NP。 于 
IP Se SME RAB ERAT AMR. 

目前 ,RNP ops at Lai P+. RNP 的 分 析 方 向 研究 ; 
RNP 的 算 子 方 向 研究 ;RNP 的 几何 六 向 研究 。 有 关 这 方面 的 论述 
SAL]. 

21, Riesz RREBARRILYARAERFS. 

SBE PA Bey Amp Riesz 表示 定理 . APRS. ATE 

JREF Banach + aA AT, Hig A Banach 空间 ， 
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T: LEQ, u) X TAS ARETE Fe fF TE JEL"(R,X, a) ? 使 


得 
PE 一 fedn, veeL(Q,n), 


ZELO, X, wath! ACB) TAM, oss sup [FCT x< 
+ cof ap JELO, X, p) dal file ess supl fix. 

SP MEERA Bw, file. Bo, 1j Æ, m) 同 例 20, 
ELT: LO, 1] t 为 


={f e(é)sin 2°atdm(t)). 
了 显然 是 线性 和 的， 日 


1 1 
| Perf =sup f gyin "xidm ()) 
ao! 0 


RROLLO 
BTA. AE J ELLO, 1],co m), EGP 
Tg= | fie@dme), yee £00511, 
ARES 29 Hh AY Del E fe 
F(B)={ f sin 2x tama), 
则 有 
FCR)=T xn) f Td rmt). 


出 例 20 可 知 这 是 不 全 能 的 ;上 Riess 表示 定理 对 于 全 并 不 成 立 ， 
注 上 述 例 子 说 瞩 对 纸 潮 于 Banach FAMA TARER T 
要 讨论 Riess 表示 定理 成 立 的 条 件 ， 为 此 ,引入 下 述 概念 ， 
THR LO, > XHAR RRL BEE TEL. X, 
p) ,使 得 


+ 258 


Radon-Nikodym 性 质 与 一 族 算 子 的 可 表示 性 是 等 价 的 . 


-2091 


BTE ESLER HESS Tal 


引言 . 

R(X, d)B—-P RASH, X MARK 三 的 线性 空间 。 如 
RA 中 的 线性 运算 是 连续 的 ,就 是 说 :1i) 加 法 运算 是 连续 的 ,如 
KPa Cyt CX 8, 20,9, ey Di A, Eet Ya ee ys; Gi) BR 
JATIN, 如 Rie, an af CX, a, >a, APA 
Gt ae, RIBAK A DE PE Ee H, 

ME, DEA ERIE H RRR A Fréchet 空间 ， 
ASB ERRA Mle BBE By BE RER y Fréchet 空间 . 

显然 RAVER aS in] A-ROD, L aR, dE 
— 7 EY ge Be Pe Ss A], TEX PRR d Ol Ada dh r IA (TRA 
拓扑 线 性 空间 ， 

ie ASL ie RES LX ATE, A EAE RR, AAS 
0 ,使 ACAU, WR A AA RA i AME 

diama-supid(a,y}iv,yEA}Ctoo, M FRAKES AR 
ft. 

AEWA WE ERPE SA, AA SA RAE aa. (TE BE ee 
性 空间 中 A OE TE 

GEES ity BS HLT BAL], 
1. 存在 某 个 度量 线性 空间 中 度量 有 儿 而 不 有 界 的 集合 . 

$ S= (Eé E ECR, i=1,2 h 并 在 上 定 交 通 
HARRER. ae- {Eh ye ines, A 


d{a,y) woh. Enl 


由 S hy — E E Be E78 fil. 
显然 ,diam S2, MI ETER S 是 Ea AR AI 
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面 , 容 易 证 明 拓 扑 线性 室 间 中 集 4 有 界 的 充 要 条 件 是 对 任何 Ta 
CA, A, > 0(n->00).A, yy EB BA Ate (neo), A ,二 
na,a@—-(1,1,---3,ill 
tim a(#2,0)=a(a,0)~ 40, 

因此 , S PEERK. 

注 IX ARES hh), FRACK AHH. WR 
BERANA BCA Ve or BS EL, 
2. FATRE ra phs AR, CHD TEAR. 

TEMA APE E, GARRE EEKAN E 
-AERE FERET H oP. iE TE EES AR 
DEAR. lan. Be 0c p<1) eee 

PoE a+c 
WRA ae (ERS Be iE yS i Ele 
dæ, y) = 之 | 和 -人 7， 

GUY aca 2 ME es FE Ay — BE ee 28 HEE M. 

A EA ae Be A. BASE aD 

命题 ”为 使 集 ACPOCpCDRARM, SOMA ER Pp 
EERAA M. 

证 it ACPRAR HMI eR n A 4CnBt0,1)， 
Hh B(O,1) fide P 0 为 球 心 ,1 为 半径 的 半球， 由 十 

nB, DEO, n), 

AT 4 是 庶 晤 有 界 的 . 

友之 ,车 首席 显 有 界 , 则 存在 ?0 使 ACBO,r). iei 
HIE ELA) ABR WIPE AE > 0 ;有 B40,E)CG， TH 

ACB(O,r). vr? BOL) 


"239 = 


-yaooc(3。， 
A AAR AD, WE, 
我 们 用 BE9, 了 从 类 如 中 以 9 为 球 心 ,] 为 于 径 的 半球 , 则 BF0,T] 
MER AR Te bi. EMAAR, BAR e,=(0,---,0, 
1,0,++-}6€ 810,21], Jee 


Nc, BLO. |e. {B 
€i0,4,) =n ++ co(n>o}, 
所 以 550,1] Roch RAE RAR, Pee, ER a J 
的 . 
3. 存在 某 个 度量 线性 空间 上 的 连 纺 线性 员 射 , 它 把 零点 的 每 个 令 
域 映 成 无 界 集 . 

容易 证 明 ， 设 是 由 拓 丰 线性 空间 下 章 据 盾 线 性 空间 fF 内 的 
线性 沁 射 ,如 果 它 把 五 中 零点 的 芝 个 邻 域 映 成 了 中 的 有 界 华 ,那么 
了 必定 是 连续 映射 ( 套 看 [326],p， 186), We TERR, eS a Bo 
道 并 不 成 立 ， 例 如 : 设 3 是 例 工 中 的 麻 旺 线性 空间 ,了 是 咏 到 如上 上 
的 证 等 有 陕 射 ， 则 工 是 连续 线性 映射 。 由 于 许 量 线性 空间 S 中 不 存 
EAF MPRA], p. 181), Ali FARE AE SR MEN 
SRA AE A SF E, 

注 ACE. AY PERSE AOR Rf ANB] 
Y ARERR IN fF HEX Se a ie 三 55 ee Y h g 
A A A REE EP a fe eo 
4. PORTIA Ee ee). 

Ve X AA ACER MEE i M PE eRe EE Bl a — yl = dis, y) 
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Cery EX ARs EK, 
a(x. y)--d(e—y,.0), 
d(az,0)=[e|dC2,0), (1) 

FERE AE AER EAA BET BR Be ETE EB 
件 就 是 aCe, yA), MERES RPO. |e] = dla, ORR 
Aege. WEE) Gab BE eRe IB] A GW FEE SFR 
Sie, 

SOLE BE te 22 PES aS AE BSS AE Ea vee, BN AEA) S 
Ae MAYIA ARE ,假如 在 8 上 存 -- He Be] |; 使 得 dlr, y) 
peal IBAMA 

lst= 2 = Ah i 
其 中 e-{E FES, AF f ao mi. BH erho falls 
(rE SOIPR BOW. BS DIE R ARE h Efi EA GEE. 
5. RAHAT oe AP oe Se E A FC E Fróche 空间 . 

Dvoretzky #1 Rogers!" -F 1950 第 指 出 ,每 个 无 穷 维 Banach 
BS aE FE AC Se AmA Bs ST eR I, PREM TARA 
HFEA Fréchet ARF O A ial EG eon 下 面 的 例子 
将 说 明 这 个 问题 的 答案 大 否定 的 ， 

没 亡 10,1] 是 定 尽 硅 区 间 [0,1] 上 前 所 有 实 值 淫 数 按 通 营 的 线 
性 运算 所 成 的 线性 空间 ,其 中 诸 喇 数 有 任意 阶 的 导 获 ， 令 

fxd, aman | eO(t)| > $=0,1,2, c+, Hwy e (t)-- x(t). 


dix(t) 


ele). or st 1,2,¢++ Mo 

= 1. ke— rl: 
dis, y)= bage gayi (eve Do, 

4 boar yo yji 


PG 


Wil PCO I] -0 Fréchet Sih 


hg 
Ma 


AF Fréchet 空间 中 龟 对 收敛 的 级 数 必 定 是 无 条 件 收 化 的 
国 而 我 们 只 要 证 明 忆 [0,1] 中 的 天 条件 收 每 级 数 都 是 绝对 ey 
BL ay, 

Y's, ,是 DL0,1] 内 任 -~… 无 条 性 收 伐 的 级 数 , 固 定 标号 


wal 
BEA E 
LER] maxfa Pj i= 1.2.05 
Oe 
则 有 


P mase Ct) DO lac) 
n=] Ute hol 


SHEO rD] + x [eG (0)] 


= 30] at D660) 
<3 f? ER (Wait El OO, (1) 


加 为 级 教工 e DIRE REE fie mat CE 

中 a= 09 或 了 站 在 DCO.1]4 AN Mk TB Ene, 在 刀 [9,i] 中 

He BE MPRA, Dne (中 在 区 间 [9,1]. 上 一 到 收 全 ,从 而 
2 Plant “(| dt<+o0, 
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do lan O+, 


五 二 站 


于 十 ,由 不 等 式 (1) 得 到 


lel maxl es) |<+o0. 
n=l asg DER 
Ee RB DO rO) (012 在 空间 CFL0,1] 内 绝对 收敛 ， 
n=1 


TURED, Tet BE Bg fe CT Sen, BB Se JED 20, 1) 


Weer 
6565。 不 能 赋予 完备 的 平移 不 变 亚 离 的 线性 空间 ， 

第 二 : 章 例 13 指出 ,并非 每 信 线 性 空间 都 可 以 赋 也 完备 范 数 而 
使 之 成 为 Banach 空间 .那么 , 可否 在 每 个 线性 空间 上 赋予 完备 的 
平移 不 变 的 距离 , 即 dw -ay He) dla, y) MEZEA Fréchet 
= lat 呢 ? 这 个 问题 的 答案 也 是 否定 的 ， 便 如 ， 在 钱 性 空间 BH ”上 
就 不 能 赋 : 邓 完备 的 平移 不 变 的 距离 。 事实 上 ,假如 在 五 "上 能 赋予 
完备 的 平移 不 变 的 距离 4 , 则 ( 瑟 " ad) dy Fréchet 空间 ,从 而 它 是 一 
个 第 二 证 的 集 . 另 一 方面 ,ter} 是 ”的 一 个 Hamel 基 , 其 中 eu 一 
CO 0,1,0,. 7), 令 

EB, -spanfe,.-:++ eats 


BE ECE, diy — PAA ENH. H, 


JEP AE 13 ATH. ATR aE EPEC Ld) AREI E 
HM ADE DETE -AR OR Re 
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a 
Pa 


7. x, ° OF ti Oh EBS ES, 


Fa] 
PAL SN AWARE PE SL CX Hoe, 0 (n> 
Boe 
09) IB Zu =e Mono), REg A TAr nE 
PESEM a X Se, a. SP REE aO 
POL) FRR a> 0 E 0p epi & 


1 
Ea S CHEERS 


则 an EIH r0, BR ACen 0) iron), RNA 


i -(4, 4a Lano), 


E a 


a(i ,01 7 A | | ap T E oP 
Ht ti t'a ae 
ma, n —-: guic (eben } ae 十 ool roo) 
ast wat H . 


注 fit Fa X AG Fo BE G ZE fal, nE X FL aad, AB Aw 


I]. 


cre 


SL OCB ELI26)), HEAT, ERATE A I Op <a) 
Ap Fs eb PY AS. 
8. RARER AR Te ty et SI 

我 们 先 证 明 下 而 的 

定理 ” 设 区 是 度量 线性 空间 ， 如 时 在 琉 上 存在 疾 稚 连续 线性 
WE f ,那么 


-= 298" 


G) EX PAA E SPAR G ,使 GEX, 

Gi) GtG t GAXUA RM). 

证 FGae{#reX fah BL GERRA 
Fik. AE GAX, RikG=X, Netter eX, gA 
1]， 取 zy 六 ,使 1 了 {#0)| 二 #0， Reese ffen>1, HPR 

Y, ik fleni EARE, feen), LF 
PN 
(yt EBM R ETA, PLL GX, 

Sticke SHER EAE nT GEE, AiG 

G Gd re G=nG(n Th), 


FX RASHES MAHER EXE y=nre X, MM ty E 
Ày, xc1x, BREE XCX ik X=<ix, MIBE, 
GAX ARGALN nGAX, 证 毕 ， 


Air XA MEE MILO, LERRA h a 
个 xf PEDO, LI LAA ARARE EX EEE RE 
运算 ,并 对 eye XS 


any So Tec 


RRJEDHA. WAH RREZE AEX ERE 
AIRSET, VEX EIEEE AREE, ME. 
述 定理 ， 有 

Ci) TEX TRIES ARP eG, E EX, 

(ii) XAG+G ++. + GERARD, TH HE r>0 E 
HRO TCG AMBO, ORLA 0 BSR. TR ERUIF RR, R 


正 整数 DLR CN, 草 谍 区 闻 [L0,1J 分 戌 个 等 长 的 小 区 疗 


* 255 = 


Ti 在 10, TL ER PEM PR, 

att), Ely 

0, LEL IJN, 
Hpk=].2 en, BAr EX, H 


ff 1201 gel u-t 
Hao T ESS, a 


= 一 


因此 ， tE B(0,7)CG, 由 于 rit) EEROR: 


sEGtee tG I). 
Wie © XETRA BREAN =G b+ G(n 项 ) ,这 与 前 面 所 证 的 定 
MREFA., MIE, X EREET ERAH, 
9$， 共 簿 空间 是 办 维 的 无 穷 维度 量 线性 空间 . 
如 所 周知 ， 无 穷 维 冉 范 线性 空间 的 共 令 空间 也 是 无 穷 维 的 . 
RTA, JOZ AEE TERTE MIE E T AE TE. 
B EXWP 8 hE RREA, M X* 一 {0}. 
AOA Be Zi[0,11(0<p<<1) 是 定义 在 区 间 F0,1] 上 注 足 条 
OL ECPI + co 的 歇 数 =(9 所 成 之 集 ,对 x.y LTE 
diæy)= f la) ydr, 
W LATO IRE RIE BE — EREE. Day EH 2 
间 LOOC HHL EAI, BEN FE 
TE ALAC) ARM CLOT B 0 RIM rO 
2) APE BACHE BLOT NETO 1] HAE Bi RCE) = 9, 
证 RUE 2 RRB MEI BME, 使 得 
mE,—=2 "mE, n=],2,+*», 
EDK HALO, 1 ee SABA CE) SR OP 
2%, E Ens 
ZOER Wk. 


-aono 


Ry 


1 ~ tt 
f kE dt = So (27) "mF, 
° m-l 


SmE DOON +o, 


nay 


F AOP DnE, 
G Z 


—=MimE=+0, 


FREAR E LLODIO, 1]. WEHE, 
Hh O< PCL, BTL LAO IICT BEW, H aE 
£710,118. 
f lao ldr), 
则 也 有 


L ta (Dl dion), 
各 


AERE P00, 1 PS ERR, 反 设 L'O, 
LI bE ee es BA £°C0,1JC 29.15 in, f 
也 是 空间 LLOGI CE EARMA. TEB L701 ee E eR 
TEZKE- A, E sa) EL Lor], 使 对 一 切 41) EE 
L01], WA 


f(a)= [acer tede, 


因为 了 是 非 零花 国 , 所 以 Y( 昌 不 能 几乎 处 处 为 霍 , 从 而 存在 正 数 。 
及 [501 上 有 具有 正 测 度 的 子 集 五 ,使 得 


y>. GEE), 
再 由 上 述 定 理 , FATE A Be AeL C iNET, 1], Bee E k 


htty=0, & 


EHR sgniy (DRAGO), 
We eLo BS 可 一 1 人 (| 天 人 12 并 令 
jes te Bp 
a, ie fy. 
BJ i (ENE) O(n 00) , RE FAD ER EEE EB] 
J lene irae =f, lg) di>0 (n>). 


HEE g fELO LILA Ik gG LL01] m kE LLO] Ai 


ga 


ard 
an 


HgD= 人 gs(Dy(Dat= 人 ety)at 
=f yA dt 
>of [RCE |* di- + colne), 


3x5 f RHE RCE, tie] £70,1](0<p<1) EAT 
FE AEE IE RE ETS 
18. SERPESS ON ERAS. HELFA EPERE 

ZA. 

证 以 汪 明 , 局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 上 ,特别 是 赋 范 线性 空间 上 
WETE EPEA EA., HA 3 与 例 9 可 知 ， 非 局 部 上 西 的 让 
扑 钱 性 宣 间 上 未 必 存 在 非 零 逢 续 钱 性 泛 国 ， 但 应 注意 ， 也 多 实 存 . 
在 莫 局 部 山 的 度量 线性 空间 ， 其 上 上 由 存在 着 性 零 连续 线性 兴 员 ， 
Hi ERREI OCA D RERAMA RE AT BEE), 
AEEA rO pl) EFE E REA WEE, ER 
w={E E, A 
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ESERI 

易 风 ,f 是 空间 r EERE AE, 

SE ”此 例 也 说 明了 空间 Op) lOp E 
1 人， 存在 某 个 非 局 部 凸 的 度量 线性 空间 ， 其 中 存在 著 不 同 于 整个 

宝 间 的 者 点 的 屿 邻 域 . 

度量 线性 空间 PCO p<) PAL, 而 fe) = 8 Ca = 
{En} EDE UU ERITAR ETS i, TEIN 8 pie, 
PARERA AANA GE GAN, 

HPT TE- -AE Erk h AEE ea 
DR, i AN BE ER EX A RE REAR a. ea ee 
12. FALTERS TAAT A. MRSC X* HE 

F(x) -OCER xE AHEM F(x) =OCE RE x CX), {E span Ae 

X pith. 

A EAA. Be X AEWA GES RACA, On REE FE A*, 
由 f(t) =0Cwe ALPE fle) O(a X), 那么 span A fe X pw 
ERE, A Rs Es SE SA IE Aa 
ve. fen, X= L*(0,1](0<p<1), Ml X*= {0} (BAH a) 
4={t0+ 有 具有 所 需 的 性 质 ， 
13. SER iS 上 的 某 两 个 点 x 与 y ,不 存在 zES 使 d(x,z) 

=dG. JH RRR il, 

容易 证 明 PENA EER LE Se YX AA ie BR EUER TEST, 
(MESH CHASE. MHZ. 如 果 e,yOXA fell 一 和 人 一 人， 
BAMA Ze X fle = Hla—-zl=ly—z). MER Pe 
Eii RAA GA PP A a, Bin, PARE A RR 


lé- n] ， | 二 > 一 了 2| 
d 一 ae BEL ; ， 
(wy) lc lám] 1+ lé2—9:] 


wn 


其 中 z= (Eni) y = (aime) ERT, D, d) p ERE 
H. Resi, 1) y=, —1) Mide, 0)=d(y,0)=1, Wh x,y 都 
落 在 (R, d) RT Sb, EREE ES MA d(x,2)= 
d(y.2), IREE 2=(4.,6.) ECR’), tE d(x,2)=dly,2), 
Ep 

fei] 8 Ei fa St 


ilis  t+]i-€.) 12H Gl | 4] +2,’ 
Ob Ami ilS tEh Pee. =—0. Ai 


rs —. lj z” 
aan ET el 


这 与 ES MPG. Nib. HEHE SCS E d(a,2)=d(y,2), 
14. FERTPERAEAT  MFCRAERR ME d( Tx ,0) 

=, Md(x,0), 

Nana, Wh RR PE Se il BY A 7 e R E HT 
RRS T TRAM SO, eR 

(Pal <M IETA 

MAREE SF RES I Aa BE Be, Ai 
4 EERE 2 [A] R? 中 , 令 


| 一 | 十 上。 一 四 3] 
dx,y)= 1+lés—nl 


Jh r= 《51,52)，Y 二 (F492) CR’, FR R’, 9) 成 一 座 时 线性 空 
i]. fr 
Ta=(£,+ 6,0), 
WP 4) ea Et RE Ze CR? ,2 到 共 自 身 的 连续 线性 算 子 , 且 
a(Px 0) 一 上 +E. 
EAR APE TE ME d Tr, << Md (2,0), BR 
Jess Boba EY Neal) 
事实 上 ,对 任意 正 整 数 %, 可 了 2, = (0,4), FH A(Tr,,0 =n, ME 


+ 304 e 


nd(#,.0)=— rca, 
所 以 d(Px,,0)>>nd (44,0), | 
15。 存 在 某 个 线性 空间 XERME MEEN., d;, 使 对 任何 {x,} 

CX, (x ERASER HSER EMA, 但 不 存在 常数 

m, M>0.(8 mdi lx yadi y << Md, (x,y), 

Bae, wR XY bP ee h 5l EE 
Ur ROX BHR | + | We ey AL PE Be lea, BA ae Te 
在 常数 和 ,并 >>0, 合 对 一 切 eX BA 

2 下， 
而 且 这 个 命题 之 道 亦 真 ， 应 当 注 意 ， 对 于 线性 空间 瑟 . 上 的 两 个 线 
tee Re 5 da (Efir CXR di 收 煞 当 且 仅 当 它 按 距 离 da 
Wee, BEAT AR AE FE ae em, MoO 而 有 
maite, y)dy) Md ey), 
例如 ,在 线性 空间 R =o, +00) ERAY di(a,y)=l|a—yl, 
dx, y)=larctga—arctgy| pettis CR PRA ARRE eae 
意 交 是 相同 的 ;而 且 (R' d aR, d) 不 完备 ， 然 而 不 存在 
em, Moo fe 
mala, y)dy) Hd ey). (1) 

反 设 存在 常数 om M0 eB x,yER', 不 等 式 (1) 恒 成 立 ， 
现职 距离 d, 音 多 下 的 Cauchy AAEren, BdC rn 0.) >0(n,m> 
w), MADA] dht tain, maco), W FERR d) 
TAM Fs CRW dila e)n), FATA) 
得 到 da(zoz)>008>co), 故 (R aa) 也 是 完 告 的, 子 盾 . 
16， 一 个 意 量 线性 空间 中 的 单位 球 ， 它 不 是 凸 集 . 

容易 正明 , 冉 范 线性 空间 中 的 单位 球 是 一 个 凸 集 ， 然 而 ,对 于 
度量 线性 空间 而 言 , 相 应 的 命题 并 下 成立， 例如 ,我 们 用 C( 一 cc， 
+00) REEE, 二 so) 上 的 一 切实 值 连续 国 数 记 成 的 线性 
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空间 ， 其 中 绥 性 运算 定义 如 肖 。 令 
Plr) = sup je), 


— 1 Paley} 
dle y= y . 1+ ply) > 


Mdr, y) EC (— co, + 0) 上 的 一 个 平移 不 变 的 中 离 , 且 C( 一 0， 
二 950) 为 Bee eee il, 


BELLO 为 球 心 ， 过 为 半径 的 半球 有 | 055 = 不 是 amik, ATHE 


FS d 乘 以 2 就 得 到 底 苦 线 泪 空间 中 单位 球 不 是 凸 集 的 例子 ， 事 
wh, a 
e(f)=max{0,1—|tl}s 
w1) =100 x(t—2), 
Leai sD 


zt) -= 7 


WM] par) 51l, ml 2,068; 
miy)= 0, paly) = pelly) =t = 160, 


1 - ， _ 
gy (a) =>: palz) = pala) = t+ =50, 


A = 1 p Cx) e 1 1 
d(x ,0)- > wh — at of Gel yy 
( ae lpk) “2 2 


ad 
dy 0 = Sige tg 2092 


gale, ,Blo 不 
L 


2 


17 J. 
Bikr yeb 0.5 j Miz 
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EDE. 
EO 其 实 ,我 们 还 可 得 到 度量 线性 空间 Oco, + co PEE 


REFERS, SHO RA PH BR Hy A NY ALIA I d E 
ETHES, RM (Rae cllc, +00) FA 

du ey) sdl, =E, 

dlud yu) =a y,<z, 


d(u+z,uy=d(2,0)>4, 


HBC (oo. | co) RE, e HRD SE PA PARA 


7. SHE} RBSESA, CHE AREA ART R+ Banach 

空间 的 无 穷 维 子 空间 . 

Stiles! oF iH , RY ae ZR PER fal PCO pCR GA 2S PEE 
THE Banach 空 冲 的 无 穷 纵 子 空间 。 洁 证 明 下 面 的 

定理 RX PO Cp CMTS Cah MN ae 
REEF UTAH. 

证 AX 2 CS HEY aX A EEA ALO}, tE 4(5,,0) 
二 1, 而 每 个 5 形 如 

b= 0, 0 bE BaP aise), 

He, PLE aK, RAIS TO = 4,0), FF GRD. 
使 


oa a. 1 
x] jbr ILT 


R=kn+t 
BE MAL e RP s 
Cy (0, wee FELPE HAG mf Di 150.4 ” D) 
容易 证 明 ,iLcw} 是 AS A hic ae 的 一 个 基 序 列 . 
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其 实 ,这 可 由 下 述 不 等 式 直 搂 得 到 ， 


= | 四 Raay- 1 
Zhe DolAal? La [bes SA, I", 
H=] a-1 hha R=] 

fc 1 

An ey LIA 

rad nad 


又 不 难 证 明 DRE X PA ES fl PG BE 
{cs}， 其 实 , 这 可 由 下 述 不 等 式 直 接 得 到 ， 

a il 

= S Ans -* 20 ,3 OF, aa. mee] 


~H 


= 1 
<P Alger 
n-—1 
krn=1--1 
< » "12, Jl? 5 [Bo |? 
he = 1 k=fn 


Naw 


| 
1} : 
2 = o 


由 上 可 知 , XAA 2 SE a 与 空间 1? 的 单位 a at 
tie ESO, MTR alg 2 RE, EEE. 

SE P RAAT ALA F BE 4 Banach 空 间 的 无 穷 维 子 空 
ij. 事实 上 ;假如 了 是 一 个 Banach 4] ERIE OA 
无 穷 锥 子 空间 ; 则 据 上 曾 的 定型 ,1? REI FY SEP Pe 
我 人知 这 ,了 的 子 空间 滞 有 有 界 的 三 的 开 铝 城 ,看 不 含有 有 界 的 
凸 的 平 部 域 ( 和 参看 [187],pp.43 一 44) , 故 这 是 不 可 能 的 ， 

8. 存 宪 某 个 度量 线性 空间 ， CRERETE SE WAR RS 
yet. 

Stiles! #02) fe HI, Be 2b tE Z fl] 10 pc) RADAR MME, 
这 里 ,对 wa {ee S 


~ S08 + 


let Sled 
我 们 先 陈述 下 面 的 
引 理 1 i XP OTS XR 这 样 的 子 空间 ， 
“CHE A O ERM, ME Pep al ep, MISTER 20, FETE IEE 
thy, 当 nEn, 县 QQ 一 (0 an Sati ttt VEX, fac 时 ， Pie 


Alese, 


关于 引 理 1 的 证 明 可 参看 [3021. | 

引 理 2 UX? ASA, BX AAR AE 
且 在 文中 相 补 的 子 空间 了 MUX SRE LO 2, 

引 理 2 属于 Pelezyriskirs1， 其 证 明 可 参看 作者 原文 . 

益 证 对 每 一 0 (0<p<1) ,空间 P REP 它 的 任 一 县 有 


面 即 可 . 

谋 瑟 是 六 中 的 -一 个 超 平面 , Bax PEE Te, BRA 
引 理 2. X RS ARERR REX Fh 的 子 空间 ， 于 
基 、 引 理工 的 条 件 得 到 清 足 . fe r span {{a Co NX}, eB, 
r= JEP, REE n EEr e Xp TEMO, 
G.c,,0,°° DRRR R aS 0 ReH n, Pi TELEX 
Fae HJE Sn 


yoi Bat tt yo En- By t bay Faas? =, 


ee ae OO 
Al, HE y— 2 = (056+ 0, An Gar Os TEN, WAL GEX 
中 可 找 肌 单位 向 量 , 它 在 空间 ! 前 苑 数 下 大 于 2 说 ,这 与 引 理 1 的 
SEVERE AIG. BE, ATER YE IDEA UP, 
注 《i 可 以 证 明 , 蔡 X 与 了 部 是 Banach 空间 fy J23 RR 
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Pau HPE es XN PEA P a A T RERET Y. 
Pd BD EHA A BI ARR REE 0° OADE 
HAT Be h A ERR OY MX E 必定 线性 
led har ¥ 2 

Ci) FX BERBER 0,110 <p SDAP ES ML, 
MEAE g Oga) ce RE E F 50,1]? 
1S. He Fréchet 空间 , 英 中 前 一 个 强 Schaunder E. TDA 

Schauder 基 . 

对 于 Banach ssa vie. ya Schauder 365 Schauder Zh g i 
价 的 (参看 [290])， 寺 于 Fréchet 空间 而 音 ， 能 Schauder 4KM 
是 Schauder $, j, Stiles UHR HW, Fréchet 空间 PCO p<l i) 
中 在 在 弱 Schauder i, AA Schauder J, REIER 

引 理 1 Pe Xa ARTS CN RE AF SB 
域 ) 的 Fréchet 27 ji], Ha ED ve (0,1), XMAS E Re 
商 空间 ， 

证 AX AAR Fréchet 空间 ， 故 对 基 个 pc (0,1), 
AEX EMA P P FURR e Mjerila ha (参看 [26617， 
RIX WS, BEN DMR ie}, EAA LER Sx = 
{rE Xia, =1 OR, ete 是 空间 tU 的 章 位 问 量 基 , 令 

人 


ARRE T EH S “pantei} 上 ， 由 于 


n 1 | re 
(Dae) < SIA lol, 
Red je Od 


Sie Anes 
iI" 


ie T EER MATTIE TERRY E E Pa Lk, PSK, 
MELE ERE REGGIE T. 
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HIETE AX k-e S. lke, FEHR ES, RYE EP 
AEP Fil CME PR a tE Trise BIT Ae TRY. 
Hate of Sa, X RERET 产 的 一 个 商 空间 (参看 [32714,p.79). 

Mey AA- p Opa Moat t aap) fa id 7? tt 
FAT 0,1 CARER PE fia] HE T U Ay A i. 

证 rho ELi AEWA RE. 因为 当 OS pegal BY, 


ln( Soa, a) < 2 rare vet y 
5 一 1 tot 
aa LP. 


oF 


yM 


n | n 1 


| 2 | | ' 
l EA } 过 了 ZAE (Dla ? i 
li Wel tlle m1 


引 理 2 Ra ppr), Wen? ua- 个 财 的 KTE 
RYN IE i EAS TE JERR ETE f E SEXLAR MES ET? 
上 也 为 零 . 

证 取 晴 的 一 个 用 的 趟 和子 宏 间 壮 ， 便 商 空间 /全 AEE 
十 空间 LoL G A 1 HEI). REF 2°00, ) EAR TPES IE 
22 eh ee ey lB EE CEAR IES ERE EEX 
CHF, HEMP, 

FN i plop). Whi? AAA a Schaucer 基 ， 
它 不 是 Schauder $, SiR We? p PEN X AE Se A PX k 
PEM PEF LL] ES BL X A Banach i i K- 7 Ba a 
fel, Bik, Krein-Milman- os LAHE bh’ IRIE 


be X S12, AX RV MARES. WA O,.e X A 
4.1 DJ REP 的 基 . oem {6,3 So BRA & Woes Schauder 
基 , 


注 Shapiro 5 二 1974 EFLA THB EBABY Fréchet 
fi] :其 和 在 在 洋基 而 不 十 基 。 Drewnowski T1977 4p 进 - - 步 握 


“Silk 


出 .车 ae Fréchet AW. RX AH. WARDE 
在 弱 基 ， gH, 
20. aoa X (8 X*>. (9), m X A Schauder4} 
解 . 
Singer 1 指出 ,党 六 是 可 分 及 完备 的 旗 是 线性 空间 ,使 X*= 
{O} ,出 并 没有 基 ， 圣 则 ,区 闻 -0,12 上 的 一 切 ( 荆 ? 可 测 国 数 按 和 通常 
线性 运算 所 成 的 线性 空间 S Ere a 


eGo (| 
da, y)= f, EET A 


WS Fe A HED AE a E e tE EIL 
Retherford MEH R E S E, 它 有 Schauder 分 解 ， 


WSL Tb TE nA 9 TDI JUL, MEA Aa 1 
为 ( 工 ) 可 测 集 , HAC Aat U 4 一 [0,1]， 对 每 一 rE 8,4 


#¢A,, 
P(r)= Jeo, © 
, 0， E A, 


MALAY 


TAESTE B fecti 
f, eta f, 1 Flats dt 


<f lecti 
=a Tole 
所 以 P., Æ 2=0 Hee hy. Mit Pa E S EARE, B. 


f (Patar 
Q 1+|P ulat- 


nam lor anl T | 


lim 


nae 


dt 
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由 于 ACA LJ ta 9,11, 帮 上 式 右 端的 极限 为 0， 于 是 在 


于 一 二 


ARS HERY ROP. A Palr)>r, 4 万 (3) 一 P(x)， 而 对 
ne, A 


Bc) =P (a)—~ TEM), 


FA RERET E OR. UC RCE OVE S 的 -一 个 Sehau- 
der 分解 . 

注 上 抽 同 样 的 方 站 可 构造 度量 线 性 空间 L?[0,1](0<p 之 1) 
的 Schauder 分 解 ， 

21. FEET ARON Fréchet 空间 中 的 有 界 闭 凸 集 , 它 没有 支 

A. 

EX BEBO RES, AR XW, ATE 
LEX, {E fCr)=supf( A), IW ro ARRA AMEE, 

Bishop #4 Pheips WEAH T, A X 4 Banach 空间 ，4 是 下 的 一 
aT FRAC, UW AR ETE AAR Eya 

Bishop-Phelps 定理 不 能 扒 广 到 局 部 庙 的 Fréchet 空间 . 
“Peck! 给 出 了 一 个 局 部 耳 的 Fréchet 空间 X HEX ee: eid Ee 
ADR eT RR. RE aA ,可 参 在 作者 原文 。 

法 Bishop-Phelps 定理 不 可 推广 到 局 部 由 的 Fréchet 空间 ， 
但 对 CX*,o( 革 ,及 )), 却 有 如 下 芍 结 论 ; 设 X 是 Banck H, C 
是 3* 的 弱 * 困 有 界 凸 子 集 , 则 CQ 的 注 * 赤 撑 点 是 在 C0 的 范 数 边界 上 
TER AD Ap OC AR HU 好 是 指 et CC, HFE “EX, 使 得 


a3(a)=supa*(x), 
reco 


< 了 13。 


第 十 一 章 - 压缩 型 映射 与 不 动 点 


引言 

RAR XS X ACHE We VRAD Pa SS, eH 
存在 rE X fH frode RK 2. f A RABI 

Use fs tek a NBC ABP PRAT HR S AL Ea S 
十指 存在 常数 9 使 得 0<a<1 且 

aC f(a), fly)<adla,y) ve ye X, 
WR f 2 AR, 是 指 
aC fl@) Fly <dla,y) w,yeX cy, 
我 们 称 f AEP TIRE, Et 
aC f(x). fly) Edry) yey EX, 

Wee, EAR ts 985 EAA SS Ae eh pas qe SIR 
Bt, X, EARI Be AAR —-P ARAL. 

定理 1 (Banach) 4E 4? Seq ER H A BX AE — ie 
HEX ARM ta, 

定理 2 WERZH. fF ENB) NX Re alee 
EEH an, iE P EXE AE MBARI S AEX N 
HE - 的 不 动 点 . 

定理 3 (Schauder) iZ U Æ Barach FAX PRANE, f 
ÈU RU AEST, MS ARARA. 

定理 4 (Schauder-Tuxonon) EXE -AAEN te 线 
HEAR UGX PREE, KH SEU aU ERRA, MEE 
£ EU IE se, 

— ARAARA Ra SMR, BhA XX 
ARNE EDEA AA AB al 

PaA te AL — AS i PE B A ed Ry BX Ree 
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点 性 质 ， 则 了 也 具有 不 动 点 性 质 . 

有 关 不 动 点 理论 的 更 多 的 材料 可 人参 厦 [18]. 
1, Banach FRA RA RAAE ENR RIE, 

设 下 是 区 闻 [0，11 中 的 一 切 无 理 数 所 成 之 集 ， 令 dir, y= 
le—yl,e,yEX, 则 (2) 为 一 不 完备 的 度量 室 间 。 Bee Ma 


射 全 xz 一 导 ，Y 握 台 , 则 


Ti Py) = EIL, 


KT REX MRA X ASA EARBR A. fee To Bie Oe X, i 
就 是 说 ,了 不 在 在 叭 一 的 不 动感 wo EX, 
2. 一 个 非 压 缩 瑞 射 了 ,使 了 ERARA. 

容易 证 明 , 营 个 是 压缩 映射 , 则 了 ?也 是 压缩 映射 ， 应 当 注 益 ， 
这 个 命 古 之 道 并 不 看 让 例如. 设 作 是 由 空间 CT0,13 到 Cr0:i 内 
的 和 如 下 的 喘 射 ,对 于 YEC[0,1], 设 了 2 一 *， 式 中 


y(t =F edu octet, 
4 
dTe Tr) = max 


取 riS Cnr = Ca HI 
[eau Codu 
acect ls! @ > 


=|Ci— Ca d (01.8); 
Pf LT ARR, B-E AHER riyzrsE CLO, 1], 有 


f, (f Laie) —2,(0) ]do}du | 


{max | f uates, va)au| 


MET E] 


dT’ 2,,T*x, ) = max 


Gand 


1 
= ileg), 


ie Te Fe Arse BP, 
3, — PAE Ra SES? Fe ER OR. 
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如 所 周知 A T AIRRA M S ERA. S SI 为 
压缩 上 映射 时 , 了 未 必 是 连续 的 ， 下 面 的 例子 是 由 Bryant! pE 
的 . . 

设 了 :[09,21>f10,2] 定 六 为 
0, acg lj 
1, æ €€4,21, 

则 村 任意 50,3], 全 有 PLP Ce) 0. Fel O, 2150, 2° 

ESB i f JR AESE, 

4. FESR ESRB X LSS WER ey OX. EH 
Maci de df (x) fly) cadlx,y) 但 子 没有 不 动 点 


f(#)=| 


eh ee RA f(2)=2 42 —are tga, 


由 
fisd- fiyin y hare tg y—are tga 
_| p ye) 
=| ey | 
| Gane 
| (1+?) 
=ajr—yl, 


Jhr GY 之 间 , 而 x gigal MS ARER. 
注 压缩 映射 的 定义 中 系数 < 是 不 依 帧 于 w ，y 的 选择 。 上 
述 反例 说 明了 如 果 © GORE a, Y 的 选择 ,那么 就 不 能 保证 具有 
不 动 点 . 
5， 存 在 某 个 完备 放 量 空间 上 的 弱 压 缩 映 射 , 它 没有 不 动 点 . 
弦 还 缩 映射 林 必 有 不 动 点 ， 例 如 , 取 下 一 R!, 并 令 


K 
FOTIHA Cr Ie] 
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Beo et tcf Ca) <1 te f E X BUX bY Ag Sy He aR, 
然而 , HER OX, BMA fe, A, SARA, 

这 个 例子 是 由 Losers 作出 的 . 

6. 沫 个 紧 度 量 空间 .上 的 具有 不 动 点 的 弱 压 缩 映射 , 它 不 是 压缩 映 
St. 

没 革 =[0，1]， 并 在 了 上 取 通 常 的 距离 ， 则 下 为 一 紧 度 基 空 
fal. 4 f(x) —sing MEt we XxX, EA cf a), k f E 
XA XARRA, AE SA a 一 0. 另 一 方面 ,对 
fil a (O< @ <1), FEE rE XH sin roar, Wif RAR. 
7. ptt EATR ph RAFE, CRA me 

质 . . 

Schauder jif 3A T myt sett h FEAF aR i RUE 
有 不 动 点 性 质 ， 

Kakutanifili5! 指 出 ,在 Schauder 定理 中 五 是 紧 的 这 一 条 件 不 
能 用 五 是 有 界 的 种 闭 的 米 代 蔡 ， 为 此 ,考虑 Hilbert 空间 CCA), 
HB 2 为 整数 集 ， 令 

ya= ,0,0,1,.0,0,.**), 
Jip 1 在 第 # 个 位 置 上 ， 对 于 玉 (Z) 中 的 点 2* ;可 写成 
ee Ter cee see 
= TY 
记 :为 右 移 算 子 ,4z= 开 zy 为 构造 所 需 的 例子 ， 先 证 明 下 
TN | 
引 理 aye * 一 4z (X24 we 0 时 才 是 y Mae. 
证 KAN 


T— Ax = Day Eni) Ya Oe 


Bist et}— E n D> 0 FF aa Ma MI-E RO 有 zn 一 -13 对 于 区) 
中 的 元 x ,这 只 有 在 2 - 2, =0 从 而 *: -0 IM} ALYY GERD. 5 [BERS 
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HE. 
RIE VC Z PRAE ER BLOT RB BREA WE, 
我 们 通过 
Tzal- |r yit Ax 
RELER. TEATE BA lefa 时 有 
[Pael<a—|rllyol+ ae} 
=({1— |r) +}rl|=1, 
Èk Tk B[0,1]3] B01]. RA 
r=Tr={i—]rl yit Ar, 
Nj e«—Aw=(1—fal)y,, (PERE x=0 RIRE RE. mE 
s0 ASLEA ART EN. TERE TATANA. 
注 Klee’! t— A ERI T M ee E h RE felha TBS 
工 集 不 具有 不 动 点 性 质 . 
8. 一 个 没有 不 动 点 性 质 的 紧 度 重 空 间 ,其 中 存在 稠密 子 空间 丽 有 
不 动 点 性 后 ， 
it AALS FT ELAO, — 2) (4, --23, (4,2), (0,2) 为 顶点 的 
AEC PARAM). Ri 
B {as yosi, yasintt, 


SX -AUB HAS ERE MAHA, MS RK ee 
间 ， 且 六 没有 不 动 点 性 质 . 
eto ee ARRA O, - DAO, LEAR. IES 
=A 5, 则 了 在 旦 中 稠密 , 且 了 具有 不 动 点 性 质 . 
9。 对 空间 eo PHARRR U, 存在 由 到 如 内 的 无 不 动 点 的 非 扩 
Browder 让 明了 ， 营 站 为 Hilbert ala] H rp gy i e AN E 
集 ; 则 任 一 Be 内 的 韭 扩张 映射 育 一 不 动 点 ， 
BAERS ,对 于 一 般 的 Banach 空间 ,这 一 命题 并 不 成 立 。 例 
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La 


如 , 设 区 为 Banach 空间 co 中 的 单位 闭 球 , 令 

了 一 人 iT 一 (wd 
HT RRO BU AED SRE, AM PIC A, 

注 HFE Banach 空间 的 情形 .上述 命 题 仿 然 成 立 《〈 矢 
看 [581,[174] 或 1116]). 

下 列 几 种 情形 都 是 证 有 解 由 的 ， 

(1) 命题 中 的 吾 鸭 任 一 自 友 Banach fE 

(2) 命题 中 的 互 节 尾 一 严格 凸 的 Banach 空间 . 

(3) 命题 中 的 上 其 任 -- Banach 空间 的 弱 基 四 了 集 . 

10. 存在 某 个 Banach Sieh Bir PARR Eo See. E 

有 不 动 点 . 

Smart 提出 下 述 河 题 , Banach 空 并 中 的 单位 半 证 iS E 
压缩 映射 是 否 都 具有 不 动 点 ? 这 个 问题 的 答案 是 生 定 的 ， 下 面 的 
丛 子 是 出 张 仲 桂 作出 的 - 

i BA Banach ij co RU AER, fF BE R ABBR f 
如 下 : 

Tr EB (CH yt to yant EB, 


1 


m HE, 加 i ， _ 
) ne LR 1， 


这 里 nai Yee =(= 
R= 1,2,+++, Hlyal e 0na), MASCE) S= Yta Yatt) 
=< B, 

Zhi f Rae, ER e, Aas y, tke fin, (EF 
Bai Na WOR, ye OCR 00), AGTEN, Bk > NRT, 


th “ar 
l= nl e l te) * 
TÆ, “4 ko>>max{ NV’ a} = ARG 
k zr 


Lia) fy =supl Ral ) [r— ya! 
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Lakan 
<= max |v,—¥,!<<la2—yl ’ 
JERAN 


1 
k -iT 
= max ( hel -) EPEE T 


BN f 2059 E 
BfeR LARS WE E BER r= f(r), IRN 
《ja = ee) 


n-i 


1 ou ; 
Mesi e=, ten (SS) Batt AKT 


i | i i 1 
` ` zini | 7 „Eri 
Wik, ne Singing. BF ghg g AA 


od 


vim Fe i 收 化 ,因而 zt O(n> co), BB eB, AEF TEB 


k=] 


上 没有 不 动 点 . 
Vi. 不 动 点 不 唯一 的 非 扩 张 映射 , 

闫 护 喜 映射 未 必 有 具有 不 动 点 (参看 例 9), BAM. JPR 
英 舱 雷 有 不 动 点 ,其 不 动 点 未 用 唯一 ， 例 如, 设 严 是 麻 是 空间 工 到 
XERRA M T AEI RA , 昌 互 的 每 一 点 背 为 了 的 不 动 
12. 存在 区 间 [5,]] 到 [0, HAMAS TREN foe. EN 

没有 公共 的 不 动 点 . 

SE, RNB ARORA SAAT CER 
性 ) MRE GATE AD A oO. 直到 1969 4, Boyce!**] 和 
Huneke nA Á Arek PIX TRL. AT B, 存在 多 间 
Co, 11 到 其 自身 内 的 两 个 可 换 的 连续 映射 ， 它 们 不 具有 公共 的 不 
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读者 如 有 兴趣 ， 可 参看 作者 原文 
13。 下 "中 的 一 个 紧 的 可 编 的 子 集 , 它 没有 不 动 点 性 质 . 

括 斤 空间 关 称 为 可 缩 ! 成 蕊 中 的 一 点 oo) 的 ， 如 果 存 在 全 x 
CO TIREX ARS ~~“ BARS fet) ERS (2, 0S2.7(2,= 


Eo, 


Kinoshita! 145 出 ,存在 一 个 紧 
foot any R’ 中 的 子 集 . 它 没 有 不 动 点 
ME, Kinoshita 所 述 的 那个 集 , 是 由 
一 个 水 平 用 融和 嚼 ， 一 个 以 此 贺 盘 的 过 
为 准 线 的 单位 高 的 直 柱 面 ， 以 及 一 个 
单位 高 的 羽 直 于 贺 提 的 无 限 大 蝶 埃 状 
项 面 所 成 的 并 ， 访 曲 向 从 柱 面 的 质 起 
ROR EIR SPE CS A 3). 
14. RSPR HET HRS. 

在 图 4 和 图 5 中 所 示 的 诸 集 都 其 有 不 动 点 性 质 ， 图 4 中 的 集 
不 是 紧 的 : 图 5 HERETER ETR. 


"RPP P 
图 4 ao 
我 们 可 以 描述 这 些 集 如 下 ， 在 每 一 种 情形 ， 该 集 都 具有 


x=x,u( Ü x, ) 这 一 形式 ,这 里 丝 一 个 ,网 县 于 一 个 闭 线 股 ， 


ah 
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H n >o, X, 在 其 一 个 端点 Pa EA XL. MAH, X= 
(0,1],P,>0( x >e), MAE P EA RA n 的 一 个 线 雏 . 
在 图 5 中 ,XX 大 下 半 平 面 中 把 C0,0) 和 (1,0) 连接 起 来 的 一 个 半 
lal, he 1, Xe P.=(1,0) AA (0,07) 连接 起 来 的 线 
Ez. 

兹 证 这 些 集 都 具有 不 动 点 性 质 ， 我 们 首先 注意 到 ， 

揭 工 中 的 一 点 和 总 \ 瑟 中 的 一 点 连接 起 来 的 任 一 张 人 必定 通 过 
P, (1} 

STRXAXAME-EeAH. 考虑 三 种 情形 。 

(i) HEP i Rl, TP=P., KW 五 是 一 个 不 动 点 ， 

(ii) HA i 21, TP.EXA{P). 用 
£, EX; 
P,, «wGX,, 
ELIA X ERRIRE, ARC), 

当 rO DEX PA Rr OSSD 将 是 
Kp, (2) 

EE S= RTs, MS EA XA XARA, 我们 来 证 
HAS ese, MRE XH rer, 那么 我 们 能 能 假定 沿 E 3; 
中 的 一 个 弛 2,22; 这 样 ,说 着 工 中 的 一 个 弧 Trta, Bb 
(2), RT2,>Ria, Bl Se,>Se, Fe, SMEAR, Wm X, 
PRR 2. AAP, Kh T2=S252, 

(iti) MM ii, TPX, H 
x re Xy, 
Porge X Ci Sy, 
OX 8] XE ER., WOD- RM aM Se= RT ee E 
续 的 .于 是 六 有 不 动 点 < 。 因 z 不 能 是 一 个 了,， 故 有 

l Pea=Sz=2, 

这 样 ， 在 每 一 情形 个 都 有 不 动 点 . 
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ee 


Ra={ 


注 忠 例 13 AB 14 可知; 紧 的 ， 可 第 的 这 些 条 件 , 对 于 一 个 

APR BA EASED, WEAR BERD. HAE FES AY. 

15. ~* 8S Banach Sip A aE MG HIE 空 闭 山子 集 
U. Ah V HESS Ta] Tx—Ty|<Klx—yl . 
”没有 不 动 点 . 

i 4 是 Banach 空间 X 的 有 RAR, x E 4 称 为 4 的 非 喜 


径 点 ， 如 果 


sup la yi<diam A, 

i U 3 Banach Sh XM FH. PRU RA EME A ROR H 
ARATE AE PR 

Kirki Hei JEP RRM POA SS 问 的 正 规 沙 榴 
JL PERE, WERT WR E BI Banach 空间 中 的 具有 
EMS MESA RAE. TAU SEP KE U- 
让 有 不 动 点 . 

应 当 福 塞 , 若 卫 不 是 厚 扩 张 噶 射 , 央 上 述 命题 的 结论 就 不 再 成 
Mu. Kirk 有 例如 下 : 

RHA NB CAG aR. BL, UB TE RS 
Fy, EDL Re = (ama DEUS 

Peli, (liri), titz), 
其 中 + 是 常数 使 1<1 且 O<t<(K'-1)?, BRIE, TRUAN 
AF AMEN v, y CU ,都 有 
|Ta—Tyf<Kle—yl. 

显然， TRPIA. 

。 一 个 Banach 空间 中 其 有 正规 结构 的 非 空 有 界 HoF &U, 

及 由 如 天 其 自身 的 非 扩张 映射 了 ,使 7 了 没有 不 动 点 . 

Kirk 指出 ,在 例 15 陈述 的 个 题 中 ,Banach 空间 为 自 反 的 条 
忻 丰 可 去 掉 。 他 的 例子 如 下 : 设 

U={eecC[0,1}:2(0)=0, 201) =1,0a()<1}, 
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则 己 为 Banach 空间 Co,1] 中 竟 具 有 正规 结构 的 非 空 有 OR cS 
FR, CMRAT oP, 
Tai)—tei), 

SM, TUHKAA, BIE IER. Ai, TR AR a 

17. —4 Banach 空间 X 的 凸 子 集 U. Rh UB) XA 的 非 扩张 
映射 了 ,使 了 的 不 动 点 集 不 是 凸 的 . 
容易 证 明 , 设 己 为 严格 凸 Banach Sa XMOTR. TRU 

到 总 内 的 非 扩 张 上 映射， 则 严 欧 不 动 点 集 是 凸 的 , 

ASE. 上述 命题 不 能 推广 条 任意 的 Banach 空间 。 De- 

Marra Gian F: GRATER 

jtw,y))=—max{|z!,|y|} 

ASAE Heh Banach 空间 了 R?, 及 由 R'A R ARIER GEH C, y) 

一 人 《yy ;此 时 不 动 夸 集 为 平 六 中 第 一 及 第 四 象限 的 对 前 线 的 

并 ， 它 不 是 凸 集 ， 

18. FFE Banach 空间 关上 的 分 别 具 有 不 动 点 x, (n=O, 1, 
2,…) 的 压缩 映射 了 .fn 一 0, 1,2, °°), OE MEX, 
{Tx} RF Ty x ,但 {x 小 并 不 收效 于 x). 

我 们 有 下 述 问 题 ， 设 (Xd) 是 完备 度量 空间 , Ts(n 一 0, 1， 

2,"'*) 是 由 瑟 到 无 内 的 压缩 映射 ,它们 的 不 动 点 分 别 为 4.(n 一 0， 

1,2,°°:), PME eX {Ta KAF Tr MER A irh 

EAT rt 
BonsailI5al 证 明了 , 著 { 仔 其 有 机车 的 Lipschitz 党 W a Os 

a <D AUER r MERT, Y Ex” HA 

1 dTpa Tay adka, y), 

RIA By r ATF x, Nadler = EH T ECX, d) 是 局 

SE oy ERS H, Ta = 0,1,2,-° ERX BI XARA 不 动 点 

saln =o, 1,2 Poe MH, LAER e EX, {Taw} ik he F 
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Foe Mf to MER. X ARR DAA, 
HERA A ie Banach 空 闻 世 是 和 如此， 为 构造 所 适 反 例 ; 先 证 
明 下 述 

引 理 CX PERRA (= 0,1,2,°- AEX BIX 
内 的 县 有 不 动 点 zatn 01 2 的 压 纵 映射， 省 对 任意 * EE 
X AP aT Tor, ie PEA (an, MEF y EX, Mj 
¥q Fin 

证 对 任意 ee). FES Rn, 4k Sn, PP dr Yo) < 
EAT ayo TE tk 
EEEa Toy =d TE a En To Yo) 

AT Ea D nYa) t AT a Yos Toyo) 

CdlC O FT dT Yor Tove, 
因此 , {ra tF Tiyo MI Toyo= yo HH TAR AA A E — 
性 知 ¥o= to, 

现 设 忆 为 无 穷 维 可 分 或 AK Banach Æ A r= (fe X*: 
(Sa). FER EPR. XA HEAD. ie Pp aE EIS 
Alig} tile k p rE KET A, AR ao" 序 列 紧 : 
Hitis ÞETA Enh CAAT gE + 

(@n.— E) 
P= Teel” 
HAL fee Wee FEZ, ESLIS 


对 每 一 ， 令 XE Eal =l Elfde BS 
=t EX, EA 
; ie X; te o a 
Tiir) fe) pte R=1,2,-++, 
APM R se, YO X BA 
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; "lyfe 
IT — F, | -K ix fink 
” yl Í Cuz) 


(1 KE oo ea. 
bie 


gėle] 
<s 1+k)’ 
KT AX MX ARH, MAT aT SE, 
HT ESR, BIE kT 的 唯一 不 动 点 . 
BP e= t AAR AA e 没有 收 策 隆 列 
19. SHERE UE E. 
Rhoades "o g 4T 125 AER MPH RES ae SERIE a 
m 25 种 ， 我 们 先 列 出 这 25 种 压缩 型 映射 的 定 多 ， 然 后 指出 其 部 
SERRA MICOS EEL oR 
(b ,我 们 一 概 咯 去 其 证 明 。 符 号 (5) 芒 (a) 意 指 在 在 满足 人 3} 而 
TARORA, 我 们 将 给 出 反例 来 说 明 这 一 事实 ， 
.压缩 型 映射 的 定义 . 
LL BISEX JERA d ON EER fA XBX AR 
t. 
(1) (Banach ) 4 ERE a.da, Hattie, vox, A 


有 
difia) fly ced («,y), 
(2) (Rakotch!**)) 4 7 PERA Be a 2 (0, + co) >[8,1), 
司 对 任意 a yO X ay BA 
a( fir), fly))<ed(x,¥), 
(3) (Edelstein! Jaf (faa, YOOX, gy A 
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aC fle), fly) )<d(z,y¥), 


(4) (Kannan!) 4S & a , O<a<, HEHE Èr, ye 


X, 都 有 
difi fy Daia, fle) +dly, fy], 
(5X Bienchinil DAER Och, EHER ay eX, 
都 有 
ac fCa). f(y <A maxtdia2, f(a) dCY f(y} 
(6) MER e.yoX c4y MA 
dalfis) f(y} )<max{d(x, f(a)),dly,fCy))}. 
(7) (Reich 存在 非 抽 实数 ae,b,e 满足 a+ b+ c<1 ,使 对 
EEr, yOX, RA 
atf lx), Fly) sad (x, fiz) badly, fCy)) edle). 
(8) (Reich DFE, 二 00) 到 50,1) 内 的 单调 递减 隐 数 a, 
b,c, IHE a(t) rol teL EMER oy ON ey MT 
dif), fly) <ad(a,y) dda, f(r) 
| +b(d(a,y)) dy. fly) +e(d(z,y))dle,y), 
《9)》 FEIEREN a,b, WE 
sup iale, y) tole, y) tele, yA, 
使 对 任意 sy EX, RA 
ac fe) f(y) aCe, yd a, Or Tbr Ady Fy) 
tefe, yde, y). 
(10) (Sengal NDA HEE 2, ye X sy ;都 有 
d(f(2),fCyp<cmaxtd(s, FOD ay fD dissy) 


(11) (Chatterjearee) 存 在 实数 a,0<a< 可 ,使 对 任意 了 。 


YEX, MT 
d(fF(z},F(y)) Salidla, Fly) + diy Fih 
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(12) FERR h OSA EER oy ON BT 
a( f(x), Fy DER max{d(a, FYV- d y f(a 
(13) 对 任意 rey OX e= BA 
Elf), Ty maxi dir, fly)).dly.f Cr}, 
(14) 存在 非 灸 实数 a,b,c, WE a+b +e, ERME ev, 
yOX BA 
(flav), fy) )<ad(a,fly)) +bd(y, fl2)) | ed(x.y). 
(15) 存在 (0, + 3590) 到 [0,1) 内 的 单调 递减 隔 数 abc, AE 
EHE HeH LL EEE ry EX eyy ;都 有 
d( f(x), Fralda yda, Fey)) Haldi, y)) 
-aly fir) eldir y dlr, y). 
(16) 存在 EHER abc 满足 
sup {a(a,y)+b(a,y) tela sy) PSA, 
.使 对 任意 yE X, MA 
aC f(z), f(y))<atr,yd(2, f(y) +bCa,yd ly, fl2)) 
+e(e.ydla,y), - 
(17) HER sry EX, wHty MA 
difir), f(y) )<max{d(a,fty)),d(y, fCr)).d(a,y)}. 


(18) (Hardy-Rogers 4D 72 7E4b Sa a, WD a, <1, 
使 对 任 流 1 yE XWA 
FO FI Said ay) + adla f(a)) + asd( yf(y)) 


十 QT fity))} trasdty, fle), 
(19) (Zamfirescu 1) 存在 实数 a, 8, y, Sal, 058, 


VS 训 , 使 对 任意 +，,yE 革 ,下 到 不 等 式 至 少 有 一 个 成 立 ， 


G) ad( f(x), fy adle, y). 
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GD dC fle) fly DEA dia fadi FON 
Gii) defle) f ayida fyr dly. f(a). 
(20) 对 任意 r, yEX, rAy BE 


d(f(#),$(y))<max\d (2,y), EEA E USO], 


Lae fOD + | 
3 . 


(21) (Ciric tt) JE D A Be +7, 8,8, WE 
sup{g(r, y) tr(a,y}tslr,y) 2il, y JEA, 


使 对 任意 z,y 近 并 ,都 有 


afte fy) as yd ey) tr rade, flay 


talws ya y, fly) tim yar, fly) Ft dy TE), 


(22) 对 任意 r y EX, ety, RA 
difir) fiy < marid(r y) dle, Tw)), 
Edla, fiy diy, fie] 
aiy, fy) E EY ER, 
(23) FÆ (0, 二 co》 到 [0,1) AMADEI HA $ a Wi E. 
Dat) <1, EIER r yE X sAr A 


ac f(r), fiy) | 

aldaw, ydw, f(r) +a day) dy, f(y) 
+ad(x,y))d(a, fy) + acd ydy fr) 
+asd(x,yid(a.y), 

(24) (Ciric FPA BHA OSA, ERE yEX, AE 


adcf(a),f(y))<amax{d(2,y¥),d(2,f(*)), 
d(y,fCy)) da, f(y), dy, fle}. 
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(25) SHER rye X a 天 YY 都 有 
dif (x), fCy))<max{d(2,9),d(2,f(2)).d(y. fly), 
dilz, FOD d FED 

2. FRE AE, 

( €1)9(29903}500); €2)9C1), (39601), 
(109603). 

(ii) (2 =7C 8 (23): (8) ). 

Gil) (4 p(n) FRE n=1,2,3, 

(iv) (4)9(5)9(6)900, HETA, 

(vy) (49907990 8)509); €7)004), 

(vi) (7)9(9)Đ9 G10) (1095909), 

(vil) (6) 5S) REER, n=7,8,9, 

(viii) (6)9(9), HERE. 

Gix) (n)AC5),2=7,28, 

œw GD 21239 13)9(17), EEFE. 

GD) 1D)304)905)907)s ANPa, 

(xii) 199116) 3(17); AACE, 

(xii) 《6 )-5(13) ER. 

(xiv) (1998), (4)(18); GaDSS, HARE. 

Gy) (129916), HARR., 

(xvi) (13) 8014) WEER. 

(xvii) (13) (#) n =16.18—-21,24, 

(xviii) (10) 与 (13) 彼 此 无 区. 

(xix) (10 A(n), 2=11,12, 

(xx) GOSHGLEODŞS CD HATE. ~ 

{axi} (9 二 (21) (6 )> (22). 

(xxii) G5 (23), (16)3(24), 

(xxiii) (16) FCDA. 
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(xxiv) (17) (25), KHERA. 

(xxv) (18) UNSSC (25); (20)99(19), (25) 
(22), 

(xxvi) (IMSS ()S(25)s (24) HAL), (25) Æ 
(20, 

(xxvii) (RPS (23) > 025), 

(xxviii) CDSCC, ERA. 

2. 反例 . 

GY €3)8(1), Bees. 


ODB). 定义 e0 +00) (01) aD =D SF 


& flej- —L— o<asct iy f:fo, T-[o, 1L by-- >a ah 


(x-1?) 
fe 
gt 过- D 对 任 - 一 固定 的 实数 ge，0<a<1， 这 取 y 二 一 1 
Fe(0. 0) ni 


dF FI) = Tr =0d(0, y), IRRE 
ti) -pia o eenn A 


OR FIM ye Oy 
e (YT) 
“Cy aH +1) 


=al(djd(a,y), 


ie f HRC 2). 
G03). Efn >. orad f(ey=—22410, 
ios A ER 0 Se y rA BA 
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d(C f(x), fCy))<max{d(2,f(2)).d(y fly). d Casi}, 
即 了 满足 (10)， 另 一 方面 ,对 4 二 4,y==5, 有 

ad(f (4), F5) =2 >11 =d (4,5). 
H. f PREG). 


Gi) (82), W F= Zosi, (=<, RISE 
满 ( 8 ) 而 不 满足 ( 2 )， | 
GD (4)A(n),n=1,2,8, 定义 F=, 0 L<, 


rca) = 士 , 则 fE (4)， 但 对 任意 %E (对 ，1 )， 都 有 


afla), FO1)) = >al). 
因此 ,了 不 渡 足 17 一 (3)- 

Cn) 办 (4) ,n=1,2,3, & fo) 一 本 ,0Sz<1, 则 JE(1)， 
从 而 也 有 fEe(2),7E(3) FEC). 

Gv) (5) OC 4). f@)=F0<e<1, MF MRCS ih 
不 满足 (4 )。 

(06) 办 (5). 设 人 (0) F070<4<+09s 对 9 Sar<y, 
m 


afa f ETA 


yCy +2) 
<=) 


=max{d(#,f(r)),d(y,fly))}. 
WL FC 8) ARTI AC £00), FOV) = grea .对 任意 固定 的 he, 
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O<h<1, RHA AM yo tay >h Mefe), 


GOH ROPACH FBI f(@)= >, 
Sad; f(e)=—-2e410,4cass, AMO ya. 
d(fC0) SIP 


=max{d(0,f€0)),d(y, fly}, 
m f€(6). 

œ) (7)9(4), 参看 1255],p,122 上 的 例子 ， 

(vi) REIER 9 > tr 

(9 存在 常数 ROR <1, ERE ry CX, MBA 

a( f(x}, f(y) )<kmax{d(a, f(x)),d(y,fly)),d(*,y)}. 

(9)50). 令 
M(a,y)=max{d(a, f(#)),d(y,fly)),d(@,y)}. 
fE), M 

d( f(a), f(y))<a(e,y)d(z,f(2))+b(2,y)dly, fly)) 

te(a,y)d(a,¥) 
<(ata,y)+b(a, y) tele, yM, y) 
SAMCE, y), 
AJE, f 9"), RER R=A, 

(509), HE 9, Me a, y), FM (4, y= 
dix, fia) Aale, y) =A, bE, y) =el, y)=0; EMs, y= 
Aly, fOD 4 blæ, y)=A, alz y) eelse, y)=0 ME, Y= 
d(a,y).4 eC, y) 5A awy) =b, y) =0, mM FEC9), 

(100). 我们 只 要 指出 (05 (99 BNA. it 


HOTE. Iy DKr, 
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W OR = 


yT, 
国 此 feE(10)， 然 而 对 任意 固定 的 和 ,之 1， 可 取 Y 站 充分 大 ,使 
dC FCO), Fly = yy t1) ky, 
Ac f #09"), 


(vii) (n)93(6),2 =7,8,9, R f(a) =F 0<e<1, pi 
FE(7) Mima fea). fed). if 
dalf(0), fly)) =H 


=max{d(0, (0)) dy Cy). 
wm f € (8), 


(Alm), 2-17.89 Ele) Gp 0cects flw)= 


Orci Se (6). et ta fet 


ay 
“i 


3 


g(z)=ad(, FE)) tod te, fated G-«) 
2) 


=bg + ez ~- 


tS, 


Sct, me Fea). f 4 (3), 


Wx ton, gaia 
HF €{7), 
(vit) (OG). & fe) =F, 0Se<1 MM SE. a 
fei OA <1, A 
df), f(y => 


和 


=max{d(o, FO) dy Fa 全 


WFE). 
Gx) WOB), n=7,8. RUDRA J. TEB 
Gyia A5) 


(x) ODHAD. P f) =0,0<2<1, (D>, M 
feaz). EH 

a #($). far)=+ 
[a sa@)+ a, £(G))| 
ye A 
mf én). 7 

GDBD. &F(2)= 7A eo. FEC), 又 


3 = 十 
Fa) Pae 1 时 ， 有 


u(at+2) 
C#+1)° 
于 是 ,对 于 任意 给 定 的 加 ,0< 训 1, 存在 充分 大 的 x， 使 


x{2a"+3) . 
arrier > h Ais Eaz). 


max{d€a,f(2a))}, d(2a,f(2))}=> 


ADHI, &f(#)=1-f.0< "<1, Af EOT). 但 
E: 
aS, FI 


=max{d(0,f(1}),4(1,f/(0))}, 
Hef EOB. 
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《xi (14999011), WC x) (12) 9011) fe FE (14), 
(xi (17) (16). TAER (16) Sot F 
(16 存在 常数 及 ,0 太太 < 之 1 ,使 对 任意 + yOX RA 

a( f(r), fiy chmaxid(z,f(y)), dyfr), dlr, yd}, 
ARPAD A FW FET), 但 因 


rts _ 
aC f(a), f(2 3)) 一 【3 @+1)€@4+1)’ 
而 max{d(z, f(22%)),d(2u,flr)),d(2,2 > > 


OU ERS EAD R LRL, Mr 充分 天 时 ， 就 有 


silzig) (到 十 2 可 
(2e+1 (e+ 17 (æ+) ’ 


af é€(16’) BUS ae). 
(xiii) (6813). & f(a) =al-a), $<e<, 0<0< 


1, f €(6)., {8 
df) FOAD =a 
=max{d(0,f(1)) 2CL fF0))}h 
tie f Ea), . 


(13) 淮 (6)、 令 f(@)=>.0< 9 <1,00 f RE), 但 


d(f(0), FOD =S 


=max{d(0, fF(0)) ,aty, f(y))}, 
赦 了 不 满足 (6). 
(xiv) G81). Wiid 中 (4 为人 1 的 了 , 则 了 Et183)。 
(18)? 汶 (4)。 取 (YY) 申 17) 为 (4) 的 了 , 刚 了 EC18)， 
(12981, ROPADH fte FEM), 
(xv) (16) 812). 取 (x) 中 (17) 为 (13) 的 于 ， 由 于 02)> 
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(13). 了 多 (1I2)7。 另 一 方面 , 易 见 了 E(16)， 
(xvi) (13) Æ (14). Roi) p (17) S G6) AF. BR 
fE13). HAS Eas, ief Ea. 
COSI). ROJAS% F, hiia m, e f i 
FERPA), 
(xvii) (13) (n), n =16,18—21,24, P(xxv) Al(axvi) 可 
$a. BTR EE BA (13916), (13) (22) (13) 99 (24 BT, 
《13) 鸭 (16)。 到 (中 (13) 居 (12) 的 了， 由 (xiiy， 了 不 满足 
(16), 
(13)(22), ovi pis S, EWE), JEREC). 
此 于 也 不 满足 (22). 
13)A(44), BPs) SUd2aws, A 
maxid(a,2a),dé(a2,f(r)),d(22,f(2 #)), 
d(a,f(2a)),d(22,f(#))} 
_a(#+2) 
(#4+1)’ 
效 对 任意 给 定 的 实数 及 ,0 所 五 之 1, 当 充分 大 了 早 ， 必 有 


a(f(#), f@ay)> BETS, 


itf € (24), 


(xviii) (10)9(13). Wein pA S, De fE 
C19), 


(13) 为 (10)。 设 f(z) =0, 0<a<ds fle) = +, $< 


的 


LIFES. 但 对 =, 一 1, 了 不 满足 (10)， 


(xix) (10)99(m), n= 11,12, A), KEHA) 
Biar ika a Cavill GR, 
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OD 025) 为 (10)， 设 Km 一 0 oe py f (#)=4, 


了 < <1, 册 下 广 中 (25) 而 不 满足 10 
(25)9(13). RCxvili) P10) C19) AG f ue F AEG. 


(xxiii) (21) 为 (16)， 令 f(s)=e, 0<0<4, f(#)=0, 


<9 <1 <e Lm fe), Wit r=e,y=2e, | 
ATER), 
(15)(21), HE fle) =-0,0<e<1, f= ml f € (18). 


但 对 «一 去 ，? 一 1, f RAEO). 
Gxiy) (25) BAN. f= Li, f(e), 


Zor, MFE (22)， 从 而 由 (xxy》 可 知 fE (25). m3 


a=, y=1, f RREO. 


(xxv) (20399019). FEH, (19) Bp 
《19 ) 存 在 常数 R OKAL ERER cy OX MA 


d(f (x), fy) hmax{aly,y), 


Cate, Tr) aly, fo] 
2 Ei 


Lé(e,fCyo+d(y. Eee) | 


ARS s= y, ?>0， 则 当天 Y 时 ,4 (f(x)， 
f ty <dla,y) i TECO). 男 一 方面 ,对 于 el, 
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Fi ye x*(2@+3) 
aC Ha), FO P= e yay 
[die f(a) +2 v, f(2x))] 
2 ? 


max(idir,2x), 


(d(w,f(2 w)) + dC2 = z 
z . 


因此 ,对 任意 给 定 的 ,0 之 这 1, 可 取 人 这 分 大 ,使 得 


“(2 分 寺 3) 
(r+12 r+1) 


Ae, f € (19) AT f € 19), 
(25) 疹 (22)。 利 用 (xx 中 的 六, 则 了 E C25) f E (22), 
(xxvi) C24) 发 (21);, ,利用 (x) PODS Sf, M 
fec24), 但 (21). 
(25) 9(24), TeCaxdehiy F EED m DREA), 


Gavi) (22)9(21), Hf) =f LE f e), 


>R, 


ice<i Nif C(22), (He =f, y> RRES 
f 不 满足 (21)， 
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第 十 二 章 ”Hilbert 空间 


引言 

HUARERE ERER” AFU ARER 
TR r, y TAM RPK Rea yd, WEG) <ar, y= ale, y>); 
Gi) (a + y,2)= Caz) +4922) Gii) <e, y> =Cy > Civ) 
Xz, 2920, <2, 0>=04 RRN 0, PRU 为 实 (或 复 ) 内 积 空 间 ， 
简称 为 内 积 空 间 , w, ORD ry TAA. 

典范 线性 空间 外 成 为 肉 积 空 间 的 充 要 条 件 是 它 的 范 数 满足 

Jat yp +j yl =j Hyi, (1) 

其 中 x,y 是 工 中 任意 两 个 元 素 ,(1) 式 称 为 中线 公式 . 

内 积 空 间 是 赋 范 的 ,因为 内 积 定义 范 数 |zj Ket, k F 
这 个 范 数 的 完备 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 , 通 AFER 
vl. 

PBL 8] U7 PTR x,y PRE EJS oe y ABS 
于 0, 即 《zy>=0, 记 为 YYy。 设 开 是 区 的 一 个 子 集 , Bz SMA 
前 任 一 元 素 直 交 ， 则 称 e SMBS HOLM, EEN 的 
一 个 子 集 ， 如 果 对 任意 reM, Ar LN WM AE, WA 
MIN, UPSMERCRHACK OM ME th CAM, 

Riesz 前 交 分 解 定理 设计 是 完备 内 积 空间 的 闭 子 空间 ， 
则 对 任意 的 xEUV, 可 作 如 下 唯一 的 直 交 分 和 解 ; 

wt 其 中 tE Myo Mt, 

元 ze 称 为 元 过 在 玉 上 的 直 交 射影 . 

令 Pr=s WPHELEU LARA 算 子 , 称 己 为 好 上 
MEANT. mma AT. 

AVERSA Up Pied. @ OA, RR 
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| . 7 0, af, 

Kaen t, 2-8, 
则 称 {eo 是 已 中 的 就 范 直 变 系 ， 设 to 是 内 积 空间 已 中 的 一 个 
.就范 直 交 系 ,和 如果 对 每 个 2 CU ,Parseval 公式 


EA 


RY MoE Be. io MASH, BHU 中 不 大 在 与 
所 有 wo ERASE. 

在 Hilbert 空间 中 ,完全 的 就 范 直 交 系 BRABAM BE 
交 维 数 ,简称 维 数 . 

Riesz 表 现 定 理 ” 对 于 完备 内 积 空 间 上 的 每 一 个 有 界线 性 
TAF , 必 存 在 叭 一 的 WU KE f(a) =<a,u>, ul =f, 

反之 ;对 任 一 aw€E 如 ,中 等 式 f) EETU E 
的 一 个 有 界线 性 沁 了 区 ,满足 | 了 = 上 al. 

对 内 积 空间 0 上 的 每 个 有 界线 性 算 子 荆 ,存在 唯一 的 算 子 T*， 
称 为 算 子 外 的 共 统 算 子 ,使 得 任意 的 x*,yEDU, BESATE, y) 
=x, T*y), BET STM A, RT Pt, WK 

在 第 三 章 中 ,对 于 Banach 空间 的 有 界线 性 AT, BS] Beate 
PAPA MS, GREAT 与 那 EHARA. AES, 
TCLU),a,8 EARI (aS + BP)*=-a8*+ BT*, 按 过 去 的 共 

ERE WBA RH (aS + BT) =a St PP*, BER 空间 中 二 
者 是 完全 一 致 的 , 

显然 ,了 为 自 伴 算 子 的 完 竖 条件 是 对 任何 z+,y EU, 有 
(Ta ,y> =e, yd, 
我 们 称 满足 上 式 的 有 界线 性 质子 了 为 对 区 的 ， 于 是 ， 对 于 有 界线 
-性 算 子 了 而 言 , 了 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 全 为 对 称 的 ， 

我 们 再 引信 无 界线 人 性 算 子 的 天 斩 算 FMA PEE 


eddie 


Hilbert 空间 总 的 稠密 线性 子 空 间 上 ，, 而 取 值 于 互 中 的 无 界线 性 算 
“FAP eR DT) 是 五 的 线性 子 空间 ;而且 DOO, ki 
YOR EREU- ARR ANTE ATIC RP CH, ERS 
ATs, y= ie, OEA sE DT) 都 成立 : 则 3* 由 y 唯一 
ERE JER yt Fy 给 定 了 一 个 算 子 7*, 称 它 为 算 子 卫 的 共 
SIF. RTT" MRAN BPRS ak RR. Px, y? 
= <a, Ty), ART AMR. 

设 S, 了 是 内 积 空间 5 上 的 有 界线 性 算 子 , 若 存 在 U 上 的 有 界 
线性 算 子 4，, 它 有 北 算 子 AT, E SSA 4， 则 称 算 子 3 与 了 是 . 

没 4 是 内 积 空间 上 的 有 界线 性 算 子 ,车 4 存在 且 4 一 49， 
WINS. RS, TRRARSH LHARREST, € 
FERT A, ER SSATTA N T=ASA™, WS BT i 


re 


关于 Hilbert 空间 的 更 多 的 材料 ,可 参看 [318]， 
1. 不 可 分 的 Hilibert 空间 . 

设 矿 为 一 不 可 数 的 实数 集 ,2( 厂 ) 代 表 定义 在 厂 上 的 具有 如 
FRA SH oly AK ALY CL rly) HO} BBY 
TRE BAE 


Lleon Pc+e. 


我 们 在 POP) LES AA MEH S A Fhe A 
<sym Siriyiy(y), 


W 大 (了 为 Hitbert 空间 ,但 它 并 和 不可分. 
2. 一 个 自 夫 罗 空 间 , 它 不 是 内 积 室 间 . 

Banach ZH U RAB AM, SIRE EU 到 0U* 上 的 - -对 : 
—“WHHRERS T FAITE =P = 1, 
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由 Riesz 表现 定理 可 知 ， 每 个 完备 的 内 积 空间 都 是 EL See SE 
阅 。 然 而 自 共和 统 空 间 不 必 是 内 积 空 间 ， 下 面 的 例子 是 由 Lorch 给 
出 的 . | 
Be ROZP + 00) xt — ATP 数组 rs LE DH 
成 的 线性 空间 ， 令 


“ja 


lzb=( 开 1 Y, 


则 2) Banach 空间 ， 令 E=CUDO(U) p> += 对 


Cz, p EE, A ， 
hrs, lS del iy p, 
RM Emi Banach ij, E 
E= POC = COC), 
&Ta,y=(y.2), BAT 2H ED E* LB HH 的 有 界线 性 
BF FAUT HN7 1 =1. R226 HS, 不 难 证 明 , 对 
于 吾 ; 中 线 公式 不 成 立 , 从 而 再 不 是 内 积 空间 ， 

8. Rje tr PSl + ly PRR ely MARSH. 
SBE, SARS UH siy Bie, y= 0, Mee 
lety P= jej tyl 
KZ. AU ERARBIA MERAM ety. By PER. HTH 
ARZEL- RSE ee, Pin Ze ae — AAS HU hiie 

=(1,1),¥=(t.4), MI] 


2 
(z, y= S 2,9,=—23, 


本 x 与 并 不 直 交 .但 
+y ype miy 
=<r,yo+ Eyt = 2 Rele, y+ 0, 
BY Seat yie ORE 
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闻 ， 存 在 某 个 赋 范 线性 空间 ,其 范 数 不 能 由 内 积 得 到 . 

Ht Banach 空间 1 (i<p<itoo, p42), Æ BW e=(151,0,. 
“DEP, y= CG, 1,0. DEP, BL MHS fi 

Jal=|yf=2?, |etyl=le—y}=2. 

可 见 当 ps2 村 ,关上 的 范 数 不 满足 中 钱 公 式 ， 从 而 这 个 范 数 不 能 . 
由 内 积 得 到 . 
5. FEET ARSE. CARE Hilbert 空 间 . 

考 虚 线性 空间 COSp H eih y= mn EA 

Cz, y= DO eat ne 


nel 


iF PCPOsa<2), ih Holder RAAB 
m Pe 1. e i 
FAES aby wy, 
MILA (Zla. ) (Zial ) 


由 此 可 知 级 数 ETEK. Be DE P 上 的 一 个 内 积 ， 


Ai P 5 -- AR SS ie] BA 不 完备 , 故 它 不 是 Hilbert 空间 ， 

6. Hilbert 空间 中 的 一 个 非 空 闭 集 M, EM 中 不 存在 最 小 范 数 
的 元 素 ， 
itp, 是 Elbert 室 间 王 中 的 无 限 就 范 直 交 子 集 , 令 M= la 


Far) 其 中 T,= ( +a Oa BAL 2n 当 ném 于 ,有 
2 
ey | 
i? 1y 
=(144) +(a+2) 2. 
FRAN ICH Boy. y(n oo), WY n 784 K Je RA yn = 
yEy EM, MERE. (AA a= 1+ 2 Beane SE. 
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注 AAU, AME Hilbert 空间 五 中 的 在 PIB. fn 

Fee CM WAP AEME— AY ICR yeE MIA |x — yell —inflja~ y]. 

上 上述 反例 说 明了 在 这 个 命 mip MEDEMA ERT] E, 

7. APRS ilbect 空间 中 的 一 个 非 空 闻 集 M, E Mp ee ROE 
的 最 小 范 数 的 充 索 . 

容易 还 明 , 对 于 有 限 维 Hilbert SRA AES, 在 。 
中 -- 定 在 在 最 小 范 数 的 元 素 ， 得 这 种 元 素 不 必 玲 一 ， 例 ini 
SR! M = {1,1}, W3 we 0.48 有 Fs 一 yo) Sinf eyl ee 
#5 二 一 1 He 1A y PR, 

8. FERZPAR SHA PHRF ARHASSE) M, M. fe MD 
MAA. 

设 互 是 Hilbert 空间 , H MH AD PAP EOL 
M={0}, M, LM: M MOM. PS SAL, 
P32). HEB, IP RAAR TE Pes He. A 
MEU fare cl] yeu, 

《ay 一 fo (OYA, 
HS NH 一 {x EU;: 当 te0 时 «(t}=0}, 
M ={ g EU: to RE x(t) —03, 
“MM UE ME AARE AU AAT E, A 2 = 10}, 
Ms. 

Bil MOM: ={2+ yis E My EM Rh. Alb ileal) 

=1, X$ 


0, '<0, 


- 1 
z,(i)= ni, O82 0S Ts 


3 
l, 1， 


-1 
站 LSS py 
E) 
¥, (8) nt, -Leto 
kii 
t, torp, 


hi Taty EM DHH 
J. fe ~2 (0) Pat 
-1 
人 Jl 全 (int 
TR v p 


= . L of» OD), 


Alike EME MEM, . ee’ "hie et MOH EM OMAR, 
s. RS ARS OF th FSP At, M., tM LM.. i 
MD M7 MLM, ， 

i= H ie Hilbert j], M o M eA E EM LM, 
HDK. = MOM. SFR BS HANERE 
FM, Mo WA DHC MOM BAL] 7.34), RBA 
MOM, =- MOM. Pint e MARA CST aay, 
MRB IE 5 性质 
10. FEARS Hilbert 空间 H 中 的 闭 子 空间 MAAS 射影 算 子 

了 ,使 PMDE AAS Sia, 

iz H=, M ÆA E petan CÉ Éi, 2, 242, Éz 
3£;，-…') 的 元 素 所 组 成 的 子 空间 ， 入 是 BH h i E n 
(0 二)0 ;0937:") 的 元 法 所 组 成 的 子 空 闻 ， 了 是 由 达到 N+ 
于 的 直 交 射影 算 子 。 易 见 , 好 是 互 的 站 子 空 间 ， 然 而 已 (到 ) 不 是 
H 的 亲子 空间 ， 因 为 不 能 由 P(e, CP CM) P(2,)>P(s) 
(n= E POE PCM), 
1. ARSA ARAT ERa FY aA, 
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BH Eak Hilbert 空间 ， {qr} 是 如 中 的 完全 的 就 范 直 交 
R, UE DARREN D ap 所 组 成 的 线性 空间 ,其 中 必 均 


为 复数 , 则 对 每 一 SEU ,有 
limtnpn: E> =0=(0,8>, 

RE ines OMB dnp, fan Aine ERR SR. 

= BUSS, WU HARRERA E RAR (BA 
1333],p. 155). ERR RARER T Eita h eID SE a IE 
不 可 去 掉 . 
12， 内 积 空 间 中 完全 而 不 完 和 的 就 苑 宣 交 系 ， 

KU ALO ITEC RD RRM SE MAR Rane, RF 
a,yCU ,& 


Cry = fayt, 


KU 为 一 内 积 空间 ,显然 ,5 的 完备 化 空间 为 工 [0,1]. 
BEC 为 [0 ,13 中 具有 正 测度 的 Cantor H, Xol) A CRETE 


WR, (0.1) 上 定义 函数 go = xi 


, Wigs E £70,13, 


‘Pol= 1 A 
a 1 i 
19)= [oldies vm | 


AF we IREGUA AE O RAEI ie wo 在 [0,1] 上 不 ( 玉 ) 
Wy RR, A oo GU, A oC =apolt) (a0) ZE00,1] EOF RRA IR 
X.M e ELLLER RRR, E 

E={y: {y gy =0, yE L0, 1]}, 
Fite ARE RAS MRE. Aa ERR E LA) 


nge 


yt) ea (ty {n=l1, 2; - 
Yi 


Cin Port Pe? 0 
于 他 
HEYT, HEEE RAA RR 下 ， 由 于 {zw} 在: 
0,1] 中 秽 窗 ,因而 对 任 一 YEB, 必 有 [wj 的 子 到 {x。,}， 使 得 . 
[Sam yi (R00), 
FAK Gags Po? 一 《rn 一 站 ;P07 ,版 
CFn Ys Po 
Vm 


Cyn ,p> = rn Po? 


» 


[yn Fl = YY 


| yl 
Slo yl tulo 
Rm 


Ck), 
EN y,} 62 toe, 

My PITRE ESR, NTRP PSR: 
{eo}. BED, CRY y; 的 线性 组 全 ,从 而 % 也 是 多 项 式 ， 
EE HE n E EU, 

兹 证 4p 小 是 志 中 完全 而 不 完备 的 就 范 直 交 系 ， 事 实 上 ， 对 任 : 
— s E LL01], |e 40,4 <9 9.) =0(M=1,2,-°+), My 

LEKE Por Pos Por = po — LE Ga |eol*=0, 

KH r Cat poe H. 

CB CH P Dos Pn? = CH Gad — LE Po Mo Gr = 4, 
由 于 1 是 召 中 的 完全 直 奖 系 , 故 一 《zy ped po 0 在 [90, TIEN. 
平 处 处 成 立 ， 即 = 一 上 8，qo?go 在 [0,，1j4 上 几乎 处 处 成 立 ， 而 
<r, po =e]? >0, Ce ,p HO, Mi r EU, RMAF x CU, 
CTP =O0CR=1,2,°--) MBAS =0, Mile AU PBs he. 
A. BHEN reU, RE poola e=, RA 


lri 32 irpo =la po + <2! 


nao 
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> 了 Da， 


因此 EZR PE SEA SES. 

注 WABASH Hilbert 空间 , {gE FAR PRE 
ER Mien} Wyse tt SASH (BRL14),pp.175—176). 
上 述 反 例 表 明 , 对 于 不 完备 的 内 积 空间 ,就 范 直 交 系 的 完备 性 与 完 
全 性 并 不 等 价 ， 此 肝 可 以 证 明 ， 完 备 的 就 范 家 交 系 必 是 完全 的 ， 
Kip. 

13。 某 个 内 积 室 间 的 完全 直 交 系 ， 它 在 该 宝 间 的 完备 化 空间 中 并 

ASS. 

考虑 例 12 中 的 内 积 空间 UU, ZAER PAMA po. H 
F p E LL01], p0, ELP Pry = OCB =1,2, 07+) LO 
EU Rose ihe le} Tt0,1 中 的 完全 直 交 系 . 

14. 存在 一 个 内 积 空 间 的 闭 子 空间 , 使 Riesz 直 交 分 解 定理 不 成 

立 . 

{p= 是 可 分 Hilbert 空间 五 中 的 完 爹 的 就 范 直 交 系 ， 


P= arp È H 中 的 一 个 固定 的 点 ， Ely’ <+, FA 


ABH 使 yo Eth T gpt 了， 
ME HEAL ap 的 有 限 线性 组 合 所 成 的 线性 空间 ， 
rel 


而 为 一 切 形 如 aats 的 元 素 的 全 体 ， 其 中 a 是 任意 复数 ， 而 
EEM, AHEM. PEC, RRL AR Pp CU , 则 有 2 一 xd 二 E， 
即 


了 pi 一 Co 十 GD 十 二。 


imz 
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HF p41,9:,… 线 性 无 关 , 因 而 a 二 0 于 是 得 到 g = 5 ye. EM. 
im 


这 与 有 无 穷 多 个 ;i 使 yA 相 荐 盾 。 因 此 PU， 由 于 PKU, 而 
HU We RA eU ,从 而 由 关系 式 p=q—e 得 到 pi EU. 


EU ARE. REL AEM «= SB. EH & 
he=Bigt TP Biy dp 
i 


WAU, BS Big= Bi(p+ Live, = Breit Br Sve. Hi 
im? tna 


ch 
a— h= 30 Ppi— SPiyipi— Bip 
aol 4-2 
— STB Bivde. 
iz 
= > (Bi PaP Opis 
bent+th 
itd 


， 。 
Ja— hiss | 2 Baw | -+ | 2a Biv | 


-( Sar) + (三 Je 


ienr 
【只 -> co), 


BI FE Ah 
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再 证 形 是 台 的 亲子 宝 间 ， 为 此 , 设 eg. CM lim g,=2., 要 证 
BEM, RUMIEN, Hr, ed=O(n=1, 2, +++), AMG 
《pl 500=0, AA goCU ow oo RAWEA ag +g 的 形式 : 

goat g= api taptgE, 
Hie Ce, go = 0 得 到 a 二 0, 因 而 go 一 #8 EM, 

因为 在 五 中 , 姐 交 于 下 的 元 素 仅 是 Pei ERR), Xa 
HMR TU, 故 0 中 直 交 于 时 的 元 崇 仪 基 零 元 .于 是 对 于 了 EU 
而 言 ， 不 能 分 解 成 | 

= g=rm+y QEM), 
其 中 rE M, y E Mt, 

注 Riesz 直 交 分 解 定理 是 说 :如果 M 是 完备 内 税 空间 5 的 

PAF A]. ESAS XE5 ,可 和 作 下 到 唯一 笈 直 交 分 解 ， 
x= ty AP EM, y EM 

应 当 注 意 的 是 ,Riesz 吉 交 分 解 定理 中 如 的 完备 姓 可 以 去 掉 , 但 要 

FRE MAE U ra TESE] p.168), LR Be He 

可 不 完备. 这 叉 不 是 U 的 完备 子 空间 , 则 Riesz 坦 交 分 解 定 理 不 

a, 

及 ,车 {aj} 是 内 积 空 间 如 中 完全 而 不 完备 的 就 范 直 交 系 ， 册 
M=span{y,) +U (#6141, pp.173—174), Mt={0}, TEN 
EDNM 而 言 , 就 不 能 分 解 成 

=s (EM, y EMH). 
15. Riesz 表现 定理 不 成 立 的 内 积 空间 ， 

FEP 14 中 的 内 积 空 间 避 及 闭 子 空 HM, Ml Mt={0}, $% 
Hahn-Bansch 定理 的 推论 ,存在 UV 上 的 非 堆 过 绒线 性 泛 友 了 ,使 当 
ceM MH, f(2)=0,m4 re Mit P(e) 0, Re HE 
ucu (H £40, te v0). fk 

Fæ) kesu), ul=lfl, 
Ws wCU\A 时 ,对 一 切 eM 有 
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fle =Ce,u>=0, 

ULSUPRASRSN ARMA. WY ee Mit, B fOD = 
(uu) =O Blu= 0, Geos AE. RE, TEENE CU, 
全 F(a) —=<a u. | 

注 ” 对 于 完备 内 积 空间 U0 Libs -ERAEER 了 ， 必 存在 
ME -fy u EU tE fiske u) ul =|f]. EZ tE wer, 
由 等 式 fx) 一 《zz 了 瞧 一 地 定 多 了 如 上 的 一 个 连续 线性 泛 国 f 
满足 上 站 一 le (参看 L143)， 上 述 芭 例 才 明 当 内 积 空间 不 完备 时 ， 
5k — te A 
18. $4 Hilbert 空间 中 的 线性 稠密 点 列 , 它 不 是 基 . 

ABALG.}P HS Hilbert 空间 25 一 r;a] 的 基 ， 是 指 对 任 
一 J LI[ 一 x ,x]; 存 在 唯一 的 复数 询 {a} ,使 


x N z 
lim f [aa SO a,p,(t) di=0, 
ot -x n=- N 


BR {pE 工作 一 xr ,x] 的 基 , Miot 工 和 [一 x，x] 中 线 
RS, Mispa, =L [rr] Rie BIRR, TE 
网 例子 是 由 Byrnes fE AS. 

仿 ¢.i)=(1+e"e™, n=0, +1, >, BR, {oJ © 
Dlx, ipM. 

益 证 {qj} 不 是 Llr. Ab, REM a= 2 
而 言 ,不 存在 唯一 的 复数 列 {0,} ,使 


ml 
0(NM>00). 


反 设 存在 唯一 的 适合 上 述 条 件 的 复数 列 {as}， 令 tamat 
Ai, Eh a, B 均 为 实数 , 则 


1 f x 
Ay= 9 pm f | 5 (4,+4,-1)¢™ 


n=- i-l) 
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3 
+ a_ ye s+ ayet tty | dé 


M 


3 ola, +a, 11? = la+ Bids la- yul? 


n=-( 4-1} 


il 


-laui — ca Bijl 


änt ög Hie. ulêt |u] 


ll 
Ms 


+fu—-1}¥4+ 8" 
tm (a@—-1)? + p 0, 
HA Aureo Moo) ae hia ah E A a=, P=0, A 
HE, 


M 


Ay= JE fg ety tla al? tlan, 


he — aio 41) 


于 是 ,由 Ay 0 推 知 tim ea :0，ea 十 En 一休 下 天 9)。 由 此 可 
知 ;数列 {a。 } 必 须 满足 下 述 条 体 ， 
1, “=0, 
atau | 
lim a 8 


显然 ,这 些 条 件 不 能 同时 成 立 、 闪 此 ,适合 上 述 条 件 的 {a,} 并 不 在 
在 , 即 {gj 不 是 E*| we gab. 


17. Hilbert JAP ALESHA VERA. 


ye X 4 Banach 空间 ; 令 B={(fa; Yaa C ACX x XY, 
HP (tayo arati: 


Yal £a)o eg. (1) 
Arsove J Edwards $i B ANS” ES, 是 指 
{taia E APEX HER MBE. (2) 


Dasvis 称 互 为 共 辆 广义 基 , 是 指 
{Yata © ASE X * ptt BM, (3) 
Tapia!" LE 1971 年 提出 下 述 问题 ;在 Hitbert 空 间 中 ,这 两 种 
EPS AB Ber Klein =p 1973 年 指出 ,一 般 说 来 , 这 两 种 
基 的 报 念 互 不 包含 ,他 的 例子 如 下 ， 


在 Hilbert ZH U p,e ra=, 0 0 一 


3 1 a 
{at+L i 


， 1 40, BFE sts aE ERE, i 
inti 


B= 二 {wa ya n=l, 2 e HEA) EDRR, RERA 
(1,0,0,°+- 5A Ar Be. Alia eC SPR a, 
RUR b= (b,.6..°+:) SAW ya A, Mlb, —bi(n=2,3, 
+++), iti ba O0(n> co), Mi b=(0,0,+--), MIC) Rea, ib, B 
是 UBRE A EE, 

Hw, PEER a, B = (Cy...) =1,2,0°°} EP 
WOT SC HE GAS EAR SE. 

18. 任 给 势 下 ,可 构造 一 个 尺 维 的 Hilbert 空间 . 

设 Q 为 一 集 ,其 势 汶 区 , MAOHI bera. Hpg, 
tie, 是 这 样 定义 的 函数 ， 当 pg Ht. 2.(¢g)=0, mM 2,(p)=1, 
所 有 xy 的 集 是 一 个 就 范 直 交 和 集 ， 显 然 , 它 的 势 与 党 名 的 势 是 相间 
的 ， 共 次 ,出 所 有 zs 构成 药 就 范 直 交集 是 完全 的 ， 这 是 因为 如 果 . 
LEF), WAAR 

KT slyt) 


可 知 ; (rro = 0( p) TEAR ER 
jz 下 一 > | 下 pi 


《0 


FA Bis pCO} 是 完备 的 ， 从 而 也 是 完全 的 ， 于 是 ， 
F(Q EKAM Hilbert 空间 ， 
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注 ”可 以 证 明 , 若 Hilbert 空 间 如 的 直 痰 维 是 无 限 的 ; 则 瑟 的 线 
粕 维 : 妈 Hamel 基 的 势 ) 汪 2” 这 个 结果 就 是 在 Hilbert SRG 
中 线性 维 的 概念 不 甚 重 村 的 主要 理由 ， 在 Hilbert 空间 中 涉 及 的 
难 总 是 指 直 交 维 ， 

19， 存 在 蒜 个 泡 穷 维 Hilbert 空间 ， 它 是 一 个 具有 单位 元 素 的 代 

数 ， 

PAYEE SIX Aone LA PIERRA x X>X, 
trey) ry RIX), MRAM ERR. G) ryz)=Cry)2z; Gi) 
(2+ y)z=a22+ yz, aly +2)=aytare, (i) alry)=lar)s= 
(ay), Gv) brylslzhlyl. f 

如 时 赋 范 线性 空间 是 完备 的 , 则 此 代数 称 为 Banach 代 数 . 
RAE Beh AE oe CR AL ee ea =a, jej =1, RFA 
只 有 单位 元 素 的 代数 ， 

是 否 存 在 无 穷 维 Hilbert ZH. BÆ- THEEL 的 代 
数 ? Shields 对 此 问题 作出 了 肯定 的 回答 。 他 的 例子 如 下 : 

'. 设 互 是 定义 在 区 间 L0,1] 上 的 绝对 连续 了 郊 数 且 上 其 导数 ‘绝对 连 
续 函 数 儿 平 处 处 可 微 ) 属 和 于 工人 0,11 询 金 体 ,并 在 石上 定义 通常 的 
HER. Hr yeH, 令 


《zy 一 as(07C0 二 人 OO dt, 


sie] =0, A] 2(0)=0, f lae) dt 一 0, 从 而 z'( 的 几乎 处 处 等 


于 0。 因此 ,zf( 归 为 一 常 值 函 数 。 再 由 (0) =0 Be (0, Be 
以 C2, 29220, Ade, a> 0 HHRH r = 二 0 .又 ,显然 有 《ax,y> 
=462,¥) itt P= Y+ Fz ys CE y= CY, . A 
IE, <a, EAR JA T E AARE N. 

尾 取 上 中 的 Cauchy 列 {zj}; 则 {zw,(0)} 是 Cauehy 数 到 ,而 {xs} 
是 50,1] 中 欧 Cauchy 列 ， 因 此 ,存在 复数 & 及 函数 YE L701], - 


pEarnl t)ar yina), A 


a(—a+ f y(s)ds, 

Fa ay FY Bi Ry A ae By EAR ES ke EH Hir) 在 五 中 
WeektFr, File. Hi --PHilbert 空间 ， 

Er, y EH M a.y PHAR AE, Mi 

(ry) ry say ELTO,1], 

Wiley, Xe()=1 BRIBE, iH hy Ri Hilber 4 
fal. 
20. FEZA Hilbert FAH LHE A AFT, SHH 

x CH A (Tx .x>=0,48 TRO, 

iA, SP RPARS AU LAA ARABS, BAe 
“CU RAC Sew) =0, 8) T=0, HERA RSA, 2— r 
Fp. ida, FE ARERR R HR, AP e= (et y= 
(yi ¥2) ER, G 


2 
(eyes DID: 
i=1 


设 人 是 旋转 变换 
y; =æ cosh -- eing, 
| ¥,=a2,sind + scosi, 
某 中 8 为 菜 一 辣 定 角 , 则 全 是 R' 到 其 自身 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 
X 
¿Trg ,sy={x cos? sinf), d (a sin? + racos ) > 


= a icosé -+ wicasé. 
洲 he == Ha a ER? MTT Pe, e) 0 MAP ASO, 
ot. FEFA Hulbert SHAY LHRABEAFT . CRAMER 
SHER RARLEARY. 
MHo HETARA Hilbert 空间 也 的 完全 的 就 范 直 交 系 ,4 
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是 吾 的 包含 fg,} 的 Hamel 基 ， 由 于 吾 是 无 穷 维 的 , 般 昌 的 Hamel 某 
ARH (8811261), pp. 170 一 171) ,网 而 可 取 a € AiE aap 
(M120), FERRE YP REA ET, 使 适合 Tasa, 
Pr=O(ee Aes), PERMA Te =0(N=1,2,°°-), UTR 
HIE Cph EETA, 

HETH LERH, KUTEHELRR, WARF} 
基 开 的 完全 的 就 范 直 交 杀 , 故 它 也 是 是 的 Schauder 基 ( 参 看 [326]， 
p129)。 因 此 对 任 一 x€ 囊 ,可 唯一 地 表 成 


t= >», nns 
R=4 


于 是 由 TT 的 有 界 性 及 Tp 0 FE Tr 一 0, 因 此 了 一 0, 庆 与 Ta 一 a 
RETE. 

注 PRM SAAR PEEN Tm eA g ® 
fF MA ARE EP ESE SOT eH EAR IEA EAR 
ETES, 

22. gyt Hilbert SAH Be NRR ERMA, 

可 鸥 造 一 个 线性 算 子 了 ,人 策 | 耻 六 4, 工 限 制 在 这 个 碍 交 系 上 的 

范 数 不 超 记 1， 

lew EH op Gos HEM loer: 空间 互 的 完全 的 就 范 妆 党 贡 IE. 
se EB Rm ERFT T ewe 


Pa =a Cay pit Ttt a Pais 
- E, 
FÈ 
rr 7 | Eis FEEL, Mea 
iy ` ` 
0, Te he 


FEL RBI esi frm =1,2,---), EF 
Pe ye 一 和 wiley J- = Pandy 


因 dg 2 *e, Sepa + em 从 而 得 到 


JP = EPH SP eld = leit es hell 
=m, 
23. 存在 某 个 双 线 性 泛 函 Pix,y)， 使 sup |p(z,x)|<+00, hi 
p 并 不 连续 . S 
容易 和 证明 S pp 是 复 内 积 空 间 U 上 的 双 线 性 泛 函 ,使 
sup piz, r) | <+, Meee, TAHA EM. ST RAR 


下 至 上 一 1 


笋 间 . 这 -命题 是 否 成 立 ?发 们 将 指出 ,一 般 说 来 ,这 一 命题 不 成 立 . 
为 此 , 令 内 积 室 间 {en}: er 205% Bes Ly azl <4 oo} ,其 中 
内 积 定义 为 | 
Cad (d= Late 
又 令 
ge AID E kayan taya) 


Re AU ERP RAE HA pth fo.) =0. EBER 
能 推出 wp 为 连续 的， 事实 上 ， 只 要 证 明 不 存在 常数 时， 使 对 一 印 
{eb {yn Dr 有 

LISEM RENDIE a yah (1) 
即 可 。 为 此 取 

r= { n<2(N—1)& n>N, 

. 1, weOn Bn =2N —-1, 

y -| —-1, ao 2N, 

" Vas HN, 
号 时 (fw?) =2N tilted) = Myr 2. 可见 不 存 在 
TE AE 1 BY ee a 
24. FERS Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 P, E 台 | Px |? = 
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<Pxz,x>, 但 P 不 是 射 彩 算 子 . 

Ay LAGE BA , E PÆ Sf Hilbert 空间 豆 上 的 有 界线 竹 算 子 , 则 三 成 
为 射影 算 子 的 充 要 条 件 是 对 任何 zeE H, ABA | Pa = Pw, > 
看 L181)， 对 于 实 Hilbert 空间 ,这 一 命题 并 不 成 立 ， 例 如 , 设 开 = 
RUS 


AA _d, 
2 2 
P -| 
Lo 4p 
‘2 2 


财 五 不 是 自 伴 自 子 ， 国 而 洗 不 是 射影 算 子 ， 另 一 方面 ， 任 取 r= 
Cz’) EHM 


{21 ta mfr: 
Per oR? oO" e), 


hee Ea Ef (z | zay 
[Pel (5 z) tet 


(ot 28) 
a T 


Wi Pxl?=<Px,x>, 

注 Singh! nP 1963 A T —+ Hilbert SHH RH ER 
HEAP P Po fEl P -Pll =l tP PREA F. 
25. E Hilbert SIH, H Ehi iE, An) = + o, 

K PEHE ph AER, 

无 穷 维 Hilbert 空 闻 是 有 限 维 欧 氏 空间 最 成 功 的 推广 ， 除 它 
们 的 代数 和 括 盾 结 移 外 ,有 限 维 欧 氏 空间 还 其 有 测 庶 ,自然 企图 把 
它 也 推广 到 无 窍 维 Hilbert 空间 这 里 所 指 的 测 议 ,是 指定 义 在 开 
集 生 成 的 o Re A 上 的 可 列 可 加 的 集 函 数 KH， 适合 (i) 对 每 一 
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ACRA OSKAS +00; (ii) 平移 布 变性 , 即 对 每 一 YE 五 ,有 
(æ+ A)=u( A); CITES IRE > O, RT, A eA 
能 实现 的 , 因为 对 每 个 无 穷 维 Hilber 空间 吾 上 的 每 一 测度 而 省 ， 
中 的 任 一 非 空 球 的 测 认 都 是 无 穷 天 .事实 上 ,由 于 视 度 具 有 平移 
不 变性 , 故 不 失 一 般 性 ,可 仅 考 虑 以 0 汐 球 心 7 APRS B. 设 


《wz 大 严 中 的 一 个 就 范 直 交 的 无 限 集 ， 兴 不 球 心 在 -多 具有 半径 


ARB, M B= fa: |e hth wee B, Hil 


2 
il | 
pegal s PPa | I TMs | <r 
' 3l 2 | | 加 il 


ik BCB, JAT || BCB. He € Biy EBn Ml 


TO, IPn | .一 | rH» | stevia | TPm | 

| 
t | FIT r r 

HILAL. imn Bhie yate go ot 故此 时 B, 


DBn 多 . 据 平 移 不 变性 ,nt BL) = (Ba) >0, m (BCB, & 
Rok 


HOB }= +0, 

注 由 上 订 得 下 述 上 市 原则 性 的 断言 ， 设 万 是 无 穷 纵 可 分 
Hilbert ZÒ, OT, 统 , 妈 是 测度 空间 ,经 代表 由 及 的 开 集 从 成 的 o 
代数 ,k 千 0, 且 p(B(0,1))< + 名, 则 4 不 是 平移 不 变 的 , 即 不 是 对 
每 个 可 测 集 4 和 a CHA a+ AWH ala + 4) uC A), 
26，L7[0,13 上 的 一 个 有 界 积分 牌子 Tal) =f KG, s)xt)ds, 

EIKE, s) |12 +00, 
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f£.0,1] x LOTR MEAG. AF: 


[ - 1 
2, Ost, say : 
Fre 1 ar? as 
aos Gg St e FM  y 
Z 4 


o, Torso DHEA 
然后 在 上 守 0,11 上 定义 线性 积分 算 子 
y= ou oem 
这 里 的 积分 是 ( 工 ) 积 分 ， 此 时 
IEG l= fF EG, tear] 


tafe 


{3 {f IKG, 8) |? ds sd -人 三 路 
_ 
这 里， ola Fe UI MEO, 我 们 有 
O= Fre, sa(s)ds if. KG, ZOTE 


<=) AG, sds #(a)|* 
S C CE, sas zl ds | 
=z f lats)|?ds, 


fr or Of Oas 


< lel dsf dt 
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=- 工人 ironias= 人 zcolas 


lri = rels PATH. 
注 、Carexob 于 1963 年 构造 了 -= 个 出 [0,11 到 上 L?[0,1] 的 紫 
Ba BT 


t 
Pel) =f K(t,s)a(s)ds, 


ERREG DEER. HIHET, KG OE ree HCL) a, 
27. ZHE L. PAER EHARA HAT. 
空间 Lol pa REATHA, fern, 
E7(0,1] Piet Rp eRe, Bb. wT bt 
AGE (8,0) ERRA ek BF FLOP, 
YA 
ff KG. neWyG@dids=Ue, yy 


《YY 
BUTE BU He AY  ,y 为 两 个 企 瘟 的 不 相交 区 癌 的 特征 国 数 ， 泪 时 
(25> =0, MERE Mae Ks, TE sst FART ae 
EAA, KIDEA eT eM AAS BB sts, A 
SEK (8,0) 72 —-PiIXA BI LOADS F OAL abe A 
天 (8,f) 一 0, 而 这 是 不 可 能 的 , 故 I 不 是 积分 型 算 子 ， 
28。 存 在 某 个 Hilbert 空 间 寺 上 的 射影 算 子 列 {P.} EP aS 
FP, Bdim PtH)< +o,dmP(H}= . co, l 
BH EHilbert A C,H, E AARS (LHS E RRA 
HTE, Hepa j>nkh és EPERRA 五 ,上 的 射影 算 
子 ， 则 
, dimP,(il)--dimH,=n, 
S$ PRU Lite ee ST st m—-«- (636 8 
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ot 


[| Pye — Pa| ={ i£) o (m0), 


MiP, ela PP, A dim P(A) =dimH = + co, 
29. FACTA Hilbert Se PHALRFT. eT HEM 

是 子 空间 {0}. 

下 面 的 例子 是 由 Berberian 1 yia, AIAN RREI 
Wak ME RONG (IR 是 这 样 的 正 整 数列 , HA jAk 
RY 

fm TE NM TEN} g, 
U innt EN}=N, 
REN 
ik PPR HE BS 
BEEPS, Pens (05+ +5051 052+"); en = C0, ree, 0,1, 0, 


Tha {ih 
0) ,并 令 
Te, =e, (一 1,2 R=1,2,°°°), 

然后 把 T 的 定义 域 线 性 地 扩张 到 1e,,,} 的 有 限 线 性 组 合 所 成 的 集 
E, WO) Aap Rigs, TERR. 

AE DCT*) = {0}, WEER y= lyy DE DCE), Mi 
#HE— sE DUT), A 

Tw, y= Ca, T*y», 

AGN A Cea Ty = Te y= Seay, Bessel p BR, 


YU dene PED PSI T*y]?, 


Mit BSAC y en 5ye yta] 
O=lim(T*y) Cen) =y CR), 

因此 y=0. 

30， 存 在 某 售 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 列 ,其 范 数 关于 强 拒 
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扑 不 连续 ， 
容易 证 明 ， 有 界线 性 算 子 列 共 范 效 关于 算 子 的 一 致 拓 直 是 过 
续 的 。 详 言 之 , 设 算 子 列 { 按 算 子 的 一 致 拓 拭 收 剑 于 了 ,好 
lim| Py Pi=0, 


W400 


则 
ümit =. 
然而 筑 子 范 数 关于 第 子 强攻 让 未 必 连 续 ， 详 言 之 , 设 Hilbert 空间 
ALGAE MRP MH i COW RAT 
lim?,«=T x, 
则 不 必 有 im Z= oF), Adu, BEE H hE Hilbert 空间 如 中 的 渐 
SIESTA ERR MBP, EHET AM. LAY 
RSE Me CHAP w= 0, eM, ili 
lim! P,2"= lim] e,)=9, 
ATLAS TAL P SBR Bea PERF, 
另 一 方面 ,出 于 | 2 由 =1 05270) ATP ERK 
AFO P ERETIERS. 
+ BTETIEKAA MEA, ERAH T 
Hilbert 23 i ERG PR FA, AESA FATER SEN. 


31. FEHibert SH LHGRSEAF A BRAT AR 

于 强 拓扑 不 连续 . 

BUA, HAT HRT WT Be Ee, EE 
Z RATAT. RAS BMT PANE Ts as ERE TE 
致 拓扑 收敛 于 9* HR OAT HN 

{Pe T*]= T.T] 
MAA. ASEH, EPR TER. a 
ZIP E Hilbert iM FAV RE AT Fl MRL ay Bee 
SRT RRR ET, y CEB FF 
| HaTe, y= (Pa sy), 
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那么 {Tj 必定 顽 收 证 于 T*, 即 对 任意 +,y EH, 都 有 
limi e, ys = Te, yd, 
其 实 ,这 可 用 等 式 
TR 2 TE y= | Tay- Co, Ty>| 
| 一 | yx) — Cy, w)! 
直接 得 到 ， 然 而 共 应 算 子 列 关 于 强 拓扑 不 必 连 续 ， 邮 尘 { 于 ,} 强 收 
SPER CES RUT, ART HP UEH Ee ae 
RE SET, H(A, R=1,2,°-+) RUE LP a} ORE PRBS. 
Aye FE Mae = Cay Byte EMM 
Oa = sos Tis Bests) s 


PEW, yo = 60 U yU 2 = (awt) A 
ite = ares = >! |e]? 0k +00), 


MEP, RAFO, 
Mx Hw AO, YIT RKA, be REM {T} 
不 是 Cauchy ABUT, APSE E, 
Tha THe P= |U"e—Ua f= [UM ap 
= [urs |*—2Re Tx, x) + hal" 
aljaj? Rela, (U*"@)), 


FEU) E] = tn tust) HE) (mop)， 
TA 
(Phun Teal 2 jal (mcc)， 
DIMA Tee RA. 
32. FEM AAAS RRR TETE. 
两 个 有 界线 性 算 子 的 乘积 关于 算 子 一 至 拓扑 是 连 绪 的 ， 这 可 
由 不 等 式 


[AB— AB il] AB— AB, |+ [ ABo— ABl 
<| AiB Bat + fA ABl 
<A- Ad + | Aol | B— Bal) 
+ |jA— Ay! {Boll 
直接 得 到 ， 然 而 , 商 个 有 界线 性 算 子 的 乘积 关于 强 拓 打 不 必 过 续 . 
我 们 鞠 证 明 下 面 揭 
5 eR PCS Abert H, > 
M={A:AC L(H)HA*—0}, 
Wl Ze LH) eh a. 
TE WAC LUT), FER Ait eA BIR 
VC Ags Eis tt’ tad 
= {A:] Aga, --dAg,f<e,i=1.2,+++,R}, 
ARS: RPE Eee, BRECK ATR EME 
交 ,否则 就 代 以 互 中 这 样 的 有 限 线性 无 关 组 (就 范 直 充 组) ;使 得 它 
们 的 张 与 1,…… ,2 的 张 相 同 ， 且 阿 时 把 e 诚 小 到 必要 的 程 典 。 对 
aak Ry EH, fe 
| Aga;—y de, 
Hyote’ y HIRE sote 0, ARA-ARA. a+ 
互 是 无 穷 维 Hiibert 空 间 , Amk ÆRET, i 4 是 二 上 的 一 个 有 
ARAL, HERR, Azim y,,dy =0(6=1,2,°++,%),HA2 
=02%}2_La,,2Ly,G=1,2,-++,R) RB, BRR, A? =O AEV (Ad, 
es BAA EE RRB AM HR, ME 
LYP mR. SEEE, 
假如 对 于 短 个 4E LCA), 4? 关于 强 拓扑 都 是 连续 竟 , 则 对 将 
ERA, PEM HL) Ke. A ee AELH), 
(8 47 2E-F IB ATP IES, AT PEA, BS CH), 使 48B 关 于 强 
Hih pR. 
33， 存 在 两 个 有 界线 性 算 子 BRAK THER. 
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We H JE 76 35 AE Hilbert 空间 , 令 
M={A:ACL(H)HA*=0}, 
HEF SB teh SRF BET PAB 2 ETA, Ze LC) ee AB 
PANY, RAN THERA CLA), AFRESH 
MEEBO, Mii M=), RERED, HEEE AC 
LH), (AF BPS, KET AF REPRE IS 
连续 的 . 
.存在 菜 个 Hilbert 空 间 上 的 双 射 算 子 7,T。， 使 1 了 .} 强 收敛 于 
7 :而 {1759 不 强 监 租 于 了 一 
TEMEI, AT. TERRE Hilbert A H ERITAR RHENT., 
EP} RUSE LE MT RE I PO E, e 
(TP pac dy BPR aR 
IPT = | (TTT 
ETP PEO] 
直接 得 到 {T7} OFT {E {7 BE TIER ALR 
{To FRE TO, pán 3i =E Se ELST! 


(EEP, Pat (font feo Ss Emit ATT AoE 
Rh Ao RT T AERA. H 


\f,2—Te}=(1-2)I&.!+0 (noo), 


BT FRET, AEFT IPER ae Ts} 不 可 能 强 收 
BPT, 
35. 存在 淋 个 Hilhert 空 间 上 的 有 界线 性 算 子 列 {7,} CRE 
双 射 算 子 ,而 T。 均 非 双 射 算 子 . 
6 EP, ST (Ere Ed LT, 
MTERA ATAT RUT, E T R=1,2 TESA. 
36. HART Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 列 ($,},{7。， 使 
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(5,1 BF, RSME ATS. T SHER SS. 

SB VENT. Ba AY Hilbert Shy. {S.) ST, bee RET 
LTS ia TA Pay FESR ET OY, ROS HUT, api — Be 
CR PARE SHEP ADA oT a AE -R 
Wee ST, LOE 4 - BCR eh (RASS Ok. PROD a Bh 
FPR REY, HO EP BO AOR THD w= (ttis 
pyr POLS 

Ul Egt Bast = 0 ,ro pate), 

& SHOE S ee l, 2 eee W FE w= (ey ay, Eas 


JCP RA 


Sael = 2 lal’+0 (n>). 
kon 


4p FE BL, (SPRUE oe FOO Ae esse FO. 因为 
i<S* ry | = | <a, 89> | = 1 C8,y, al, 

khiska T o HES Hinge 0. FREER. 对 于 有 

REAT AmE, G A*A, (A*s (A*)*(B B14], p.185). 

因而 7.87, TRAF 0。 然而 5, 了 ,二 了 T(% 二 1,2， 

BLS PTFE BONES, 

注 YH, Ho H, 均 为 Hilbert 空 间 , Sa, SELH, Ha), Tas 
TELH, H) Bi S BUF S LT) RF OT, MLS, Ty} 
NT ST (2 4a[ 3181, p.80). ERR AAU TS aR Vee 
S {LEME BEML ST See ST, 

37. tc Hilberts E] LMA AFAR SST.) ELT.) 
Sir SSR. TAT A A(T TER ES RE, 
对 (Ee By EP, 

Tam (Eas Ete"*), 
NT, CREAMER ST. BAPTA, * 2 =(0,-+°, 
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0 ;1 
TiTa = (0, DEn Ém tthe 


oa 工 
BEES | PIT wl] -| L ete) > 0 (n=), ATAT. R 


Aree: | 


irar a, XSTE—-f= Ce, tte yas i J Cll. 


IEP | YS bre |> 0 (mos), 
1 有 一 地 于 上 
因此 LT Beak 0, He 
LPP eax) |5 ECan t Eaa tee] 
<Il X ey -0 (noo) 
1 


新 以 {TN} 也 弱 收 化 于 00， 但 是 ,由 于 
TT Es) 
WERT PS FER BUR, 
38. 存在 某 个 有 界线 性 算 子 了 , 适合 1 了 zj| titel lel ,而 了 不 
是 一 对 一 的 ,其 值 域 既 不 稠密 也 不 闭 . 
ATLAS) A T te Hilbert 空间 互 到 其 自身 的 有 措 线 性 算 子 ， 
WIT Ae Fe BRE T* 下 有 界 ， 
7*al0lrl (ER), (1) 
FOR CHES e 无 闫 的 常数 〈 参 看 [91],p.488)。Williams 和 
Crimmios 3 人 1 提出 下 人 述 问题 ， 若 把 条 件 ( 1 egy 
| 到 区 上 二 直下 和 有 le (ren), (2) 
风能 否 淮 出 于 是 闭 的 ? 
Chernoff #2 Waterhouse JOM, RO 问 题 的 答案 是 否定 
的 .他 六 药 例 车 如 下 ， 


AY BH Chg, yee Te iy heey Mp TEMS 


n . Ts Pa Tr 
Pars. (0, os Ds Ta, zo to a Tga Fi PELES E 
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出 


x t 
Pa = {g1 Ez Bota ge * e), 


因此 条 件 (2 ) 成 立 ( 取 C= 1)， 但 中 不 是 一 对 一 的 , T 的 值 域 既 
AB YE) BABS BA 
39. FEAA A Rie, MIS, MUMBA F AB, CI 

等 价 ,但 并 不 对 所 有 的 2 BA lo, = 18,1. 

Kip. EASA Hilbert SAMS eM AR, H 
LAE P RHA, BAER RB) H a. fE 

Popa—= AP Rl", 

{an} Fi BF PAHE e, 

DRERAT EE EF A(Sg 一 p44) 与 对 角 算 子 了 (具有 
HAien ARR SP MBS ASSP MM Ap = antn, - 

可 以 证 明 ， BenP DERAK AR cti ER Hi 
BF, HEHE n RWA nl =le IA W E AS SP 与 
B=SO 必定 是 再 等 价 的 ,其 中 心 是 右 移 算 子 (参看 [126],p.36) 
AMSA le) Se 的 碍 权 移 位 算 子 4 与 互 ， 由 它们 的 本 
等 价 性 不 能 推出 对 一 切 站 都 有 lo =la BRA, baa 
Wie ee, Pln BEER 人 0] 641, Tatte) 


的 全 体 , 使 B lai +cee， 定 文通 常 的 线性 运算 及 内 积 , 则 如 


为 Hilbert 空间 . 4 
Wree, eee ee Tere are seer) 
tk SETE TI CH), Foye), 
Help. RSE ETE ER, 而 令 Ap = apr Bpa = 
GnPay RHO El, E3, e MAGSREMRBEMAT, mE. 
它们 是 酉 等 价 的 ,这 是 因为 Ween a0, l, 2) 
WAW =B, 和 但 是 ,如 果 {1as]j} 不 是 党 数列 ,那么 至 少 存在 基 个 %， 
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fE)on)=<lenril, 
40. FERPA AS-PAR—WR EEA AH) EE 
A Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 与 之 对 应 ， 
ie. ja oy Hilbert 空间 五 的 一 个 完全 的 就 范 直 交 系 ， 如 
沫 4 是 H 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 对 每 一 了 ,有 


Ap = Pappo 


故 AM BEBE Ht au = LAP p. AT 以 证 明 , 4 对 应 
fity SBME RF A ET A, XE HA 
的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 ， 例 如 ， 对 于 第 对 角 项 是 % 的 对 
作息 阵 ， 就 没有 一 个 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 与 之 对 应 ， 
注 ”可 氛 证 明 ， 如 果 把 对 每 一 行 和 每 一 列 都 是 平方 可 和 的 加 


BAD Llas < to ,那么 必定 存在 一 个 有 界线 性 算 子 4， 合 


au 一 49;;90。 应 当 注 意 , 这 个 条 件 不 是 必要 的 ,例如 ,单位 矩阵 
就 不 满足 这 个 条 件 ， 至 今 还 没有 漂亮 而 适用 的 充 要 条 件 ,， 
4i. Hilbert fF, 

我 们 先 证 戎 店面 的 

Schur 定 则 ”给 定 2; 庆 0(i,j 一 4 ,1 ,2 9 


0,1,2,°°°), Boy BIER, BAL er p8p: (j= 051,25 


wee), Loa pi<ppG= 0，1，2 ，……) 则 可 构造 一 个 定义 在 
上 的 有 界线 性 算 子 了 , 它 以 (ci ER ITIVE, 

证 (ay aia.) AAAS MERE BRA, 
则 


， ja : 一 ETEA 2 
TE | =B Va ve) (ye 外 
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P; i Pi 
ei? o EAE 
=r}, p; Ln F par P, BR: 
— B y dale |7 


ee SMA, PIA TA 
Pe =| Z aos, D auts 2 22s =) 


«EMG TES ERR. 
EREE y Schur, 
Mgori 2 ,…) 称 为 Hilbert 撼 阵 ， 对 于 


Hilbert EF, THA- DELEU 上 的 有 界线 性 算 子 四， 适合 


1 1 
EAEE FA E, & pi yi s a m [十 了 十 1 ， 
r 


m 
i 


i 


于 1 


- i,:,i\f/. 4 
十 一 十 上 个 yy l Foy 
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fa] BA, 
T 

x ae PE ar 

; pity 
十 是 由 Schor EM, Re PEE OP AT 
了 ,适合 |2 | 和 = ， 
42. FERF S.T, it ST RIOT TS, 

ADER EATS, T PEDA ATER EST AE 

TTS(BAL261, p.39), AS. THREAT, 则 3T 了 不必 
MULES, Piei 


fo 0 7 0 :1 
局 一 \, T=' 3 
yI 0 \0 Gy 
mij 
fa 0 fr gÀ 
ST=| : 


易 见 ,不 三 在 生子 于 ,使 4 存在 且 ST= AU(TP SIA, EST 
不 相似 于 TS. 

43. 存在 其 个 有 界线 性 算 子 了 具有 | 条 "| 去 时 (一 12 使 了 

PMUATEARS IPIS HAF P, 

Nagy 321M Pe, BrT AL Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 
WO GEAR ES Mm 1,2,-++), Eb ue BS aM 
否 存 在 吾 上 的 有 界线 性 算 子 忆 ,| Pls wera Pe 

Foguel 和 Halmos! 分别 指 出 ,Nagy 问题 的 谷 案 十 否定 
的 ， 读者 如 有 兴趣 ， 可 参 肆 他 们 的 了 原文， 

和。 存在 有 界线 性 算 子 了 ,使 工 有 多 环 向 量 而 RARE. 

WA PEER PES Tal X BX FG FREE ATT BS Dh a Be ， 
:十指 r, Px, Tx, - +H BEA H SPE fe alee x, 
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MP T= (Coscia, ELS 
Pa=(0 by Sr ,Gaet et}, 
Wi = Pen, Sep eg = {ih ime it EI 1 AY n PE. =0. 
由 于 Coreis@ass SR ARAN Sale Eo BAS i eo ET WD OG Hh 
E. 

PJE T* 是 六 到 MAMATREAT PFA AT 
分 , 故 7T* 没 有 循环 向 量 . 

注 Rolewicz 和 指出， 车 所 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 则 必定 
FPLH HM SAMARAS 7, HEME ee, {Tans 
0,12,- MEH Hii Rolewicz 提出 下 述 H 题 ， 是 否 每 个 可 
EHAE Banach YHX, Myre TECL(X), E Hitre, 
{Ma iw =0,1,2,+++ HEX Bae? 


« BF 


第 十 三 章 “线性 算 子 的 谱 


引言 
设 X Aye Banach SR LTEL(X) A ARH, 
G) 如 时 AT AAR T, RRR AA POE TE 


H AH, 


MT O42 foe T A. 以 (Tas, SAC PCP) kh 用 


也, 表示 41 一 了 了 ARG (ATT), ARR, UT WERE 
zI 


A 

GD 如 果 4 不 是 中 的 正则 值 , 即 AI? AANROEP 

则 称 Ab T BEA ED BR PRE Do (Pat. oP) 
中 的 虑 还 可 以 分 成 以 下 几 种 类 型 ， 

(a) BAC OCP) ,方程 (2 了 一 全 )x=0 MARS, MER A H P 

的 特征 值 ,而 称 对 应 的 非 零 解 为 吴 的 特征 读 或 技 入 后 时 ， 

Alt Watt Ree 


(bo) W ACP), CAT—-T)a#=0 ARS. 
y rp Res RK ARP T Sve ae 

(e) HAEo(T), CAT— IF) w= 0 RATHO ATT 的 僻 城 在 
X PARRA MB: :属于 了 RA. 

(d) 设 A4Eo(lT), 且 存 在 单位 元 来 列 {x,), EIT- Tel 
+0(n> oo), UPR AUR T AUER, T 的 近 亿 点 诺 的 金 体 记 
fEo AT), 

设 卫 是 Hilbert 空间 H 上 的 有 FARES PRS AMT BL 
的 ,是 指 存 在 SC LCA), PST = 

GR, BT RRS. 则 了 ERATE. M, 每 个 古典 维 
Hilbert 空间 上 的 钱 性 将 子 是 相对 可 送 的 . 

jt T E Hilbert 空间 严 上 的 有 界线 性 算 子 。 BRAT 
AT 不 是 相对 可 逆 的 } 称 为 算 子 人 的 组 对 说 . 

证 着 是 Banach 空间 ;TEI(X), 算 子 T 了 的 庶 半 径 记 作 7(7)， 


. 2756 


r(F)=sup(jA[:AcatT)}, 
WY LATE WA Re EPC LOND LA 


1 
rT lm (TF, 
oro 


Pate EL HEAT [T* [rotaco) HE Ty ek AH 0. 

#i—- Volterra i= BA FR. 

iz 7 je Hilbert SE, TELD, BEF 的 数值 信 域 记 i 
WP) EA 

WCE)={ Ta, E): hel =1}, 

算 子 的 数值 值 域 是 山 集 ;其 闲 包 包含 谱 ， 

BEEPER, 可 以 定义 算 子 TEI(H) 的 数值 半径 记 
T: 

w(T) =sup{|A|: AE WCEP. 

可 以 证 明 ,w 是 算 子 空间 CCID EG. He, w TE 
HG) wT 0 wC” =0 Sieg T= Ci) wlaT3= Jal - 
wT) a Hee oR) Gi) wi 8+ Ti<w(S)+wl(T), 

还 可 进一步 证 本 , 这 个 范 数 与 原来 的 范 数 1 了 1 是 等 价 的 。 TF 
Bl, 有 


EicwM<iTl. 

Ei w ALES SELIM, BUM, w(T*) =w), 
wT) = TI, H w RAR, REMSU EANTA 
w(E*PU) =w P), 

由 于 oP) CWO), AREER RZE “个 
RDERER wT), 

FERRE T-ASE EL ORRORE ET 2- 
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看 [126]， 
1。 奔 在 某 个 有 界线 性 算 子 了, 使 和 是 了 的 特征 值 而 不 是 了 + 的 

特征 值 , 

mT BRP LABS, 

Ty is Tas ri) 
WTB? LSTA FI BABE, 
PCM yikes YO CO ey Las a) 

MALL. AERO Thes 0 BR ey Any, Ber A kgs c's 
En = Å rasters BL eye, AY c= Ca, Ang Atty DARE EHR 


CAL -Poe=0 
EC pA ERIE fee AA P RET if 
(AI—T*)æ=0 
得 remt S 0, ARAL T0 A A HE 


一 解 x 二 0; 妇 THRA AE, 
2。 谱 映射 定理 不成立 的 有 界线 性 算 子 ， 

谱 映 射 定理 ik X EN Banach Bla], TEL(X), bp 是 多 项 
FM plo? )) =o pC) (B64 88),p.13), 

应 当 注 总 ,对 于 实 Banach hl. MRI EERO. Pin, 
iror AERA T(2,,42)=(—2, 4), flo(T)= 0, B-H 
Wis pled", LT Dep ep EE -- 1 i ER eS i, 

3. HERP RAY — DE A=0 的 有 界 积分 算 子 ,其 续 天 只 

AELK a, t} = + 00(a=1.2,+6°), 

FE MALO) EELER Hp HAF: 


eerror 


Milos} L700, 1H TBR, ARH AIS, BR 
ESEO, JA HY Ez 


工 1 
2, ore 
4 i 
pls) 一 —2?, gig 
1 a 
t, zasl 


BRAR enfs) 成 让 变 ， 令 
K Cai) =@2(8 pA) + mC amet) Hp lapten 
SLSR ,积分 算 子 
Pals)=f KG, Drd 
BAREL. E TAEAE AS, BIE” (s,8) a= +o 
(n712, ER E, MAE ae L1 ARRIE s a 


kaia 
v= Sam th, 
i=l 


这 里 po =OS) ER” Te= 2 apa Aela] 
i=l 


Skel #Te=4e(20),M] 


* 


x Pas SO Aa: 4+ Ak, 


a1] 1 


‘Alita h=0 8 a= OC: -t,2,°-+), 喜 z= 二 0， Rj 4 志 0 不 是 全 的 特 


TEE. E Pe- Dr, WS ,p= 0, 因此 a, =0(¢=1,2,---), 


由 此 可 知 ，z 为 对 应 也 特征 值 A= 0 REE AS 98 OH TE 
《259 一 12 所 以 了 公有 的 特征 值 是 4 一 0 
RE- T BRAH 
K”Cs b) = pmp E) + Green (8) G2) 
+ Gy, 20(3)Q3(t) + +0 

DUNE [ACs ties +o, 

4, 任 给 具有 聚 点 入 = 了 0 的 复数 到 {X,}, 可 构造 PIC, + co) LAB 
定 的 有 界 积分 算 耶 了 ,使 A 二 和 多 ,a，) 均 为 了 的 特征 得 . 且 
RC EO, +o A 

fo" da< +00, 


TEFEN von, Neumann 作出 的 ; PA A= 0 ae By 
PA SHIR A EEL CAS ELA LIT EE 
Cnt, 不 丫 设 它 仍 有 无 穷 多 项 然后 , 我 们 作 册 一 个 二 重 梳 号 数 


本 加 
All P: 

fa Mı Ha Ti Hla 

Te Tits tits Wis Tipa 

ns M; Mig Mig Heap 

[a Wi Misc- Macsi) Matn- 1) 


beatae 


Fixe EFC USERS no 而 当 flee Wd, EEG, j) 处 的 元 起 
Mosier, 用 Ai, 表示 具有 一 重 标 号 Ci, j) 的 元 4, IMA, Be pal 
CAPR eA pe eR Bie SA Au oe, 当 j2 时 ， 
Zalan, hikin BP A= 1,2, :都 有 

P+. 

设 palt) E DLR aE ROZAR, TENE 
FRM, 使 对 一 切 正装 数 ALEI REPON, F 
[0, +00) bie BBA (OG, 9$=1,2,-- Jar, 

Ya p.Gé—ti Td}. olati, 
PD) ai HE, 
Sail fp.) aE LT, + oo pe WH Rj 我 们 在 
[0,+00)x{0,--oo) yey 


K(t,s)— x Aes (Puls). 


Ayai—(é,8)€ £0,700) x[0,+00), EARIZER eR Se, 
14 AE ME u IKK 2,1 Ss <i, 当主 天 二 时, Re 一 
W 0, m i i =e, 时 ， EH iti =i HY HER 90, 固 此， 
这 全 二 重 级 数 的 和 是 仅 对 标号 集 { 办 KRAI, eT a 


五 Ce)j DU, 


{lw Pas= f? E passi SoA, I< te, 
ol i=l 
因此 ,对 每 ~ @E LO, +20} CLO, + co0), 积 分 
y(t= Fett) =f "EU,s)els)ds 
q 
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THE, BIR, Te =Ave.. Alb, 4S D 是 一 切 有 限 线 性 组 合 
Darp: ARH WT BED ECD 在 工 50,1 中 稠密 ) 而 
EREET [0,1] 中 的 有 界线 性 算 子 ， 显 然 ,460i 7 一 1,2，.…)》 
就 是 原来 的 数 到 {4，}, 它们 都 是 卫 的 特征 但， 
5. CES PARLORS C, 可 构造 算 子 7, ET HS HEE 
BC, 

我 们 首先 指出 ,车 外 是 上 县 有 对 角 线 Cas} 的 对 角 自 子 , 则 卫 具 有 
逆 算 子 的 完 要 条 件 是 存在 有 界 数列 18.}, W apasi, 
…-)， 即 史 县 有 六 算 子 的 充 旨 条 件 是 存在 正 数 4, 使 对 任何 正装 
Hon pilale Hib, T-A AAMAS ORAL 
在 正 数 m ETAL EMER ”都 有 ic- Aly MA Eat, 

事实 上 EB. EAL a, BH Lm Hi 2, MLA 
MARC IMMARE SET HRAT, 反之 , HT A A 
FTW PO Cents) 一 gn, 其 中 人 pn} 是 可 分 Hilbert 空间 的 完全 
MRCEAR, FAT HT PIE oe <I, aA 
4 B= 2, WB HEAR, Hab 1,%=1,2,…。 今 设 
CHM EM LEBER. NCARAWS. AE TE AA 
列 {aa} fk Cah 设 汪 是 具有 对 角 钱 ony DART. 则 器 
上 而 证 盟 的 结论 ,为 了 的 特征 值 前 充 要 条 件 是 AEC, 
6. 存在 某 个 不 可 分 Banach Biel LMM HAF T ETA 

不 可 数 个 模 数 为 1 的 特征 值 ， 

HEC 为 模 数 为 1 BAAR EC LOREM X= 
C* FE X BREE, X pR RER heen WE 
2 X SASWIRY. CER AMBR I KAR BD girhes 
{Arsiec. Mik BWM Banach 空间 C(X), A Tf=feg, Hm 
FEC(X), MIT l=1, MIPS 车 了 是 CCX) 中 这 样 的 元 
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BCH A her REAS 4 个 坐标 xz， 则 了 是 基于 + 的 特征 
Wk, Fab, C 中 每 一 点 都 是 了 的 特征 值 。 当然 , Banach 空间 
6B 一 C(t 下) 是 不 可 分 的 ， 
注 oF Banach 4 ff] B Bl a> BT | SM +00 (r-l, 2, 
oo) HED AREY RATI a BPR 1 ARPA SANT. 
3B BAUR PED fit RY > PER RE, 
又 ,车 Banach 空间 如 可 分 且 1T1=1, WP ARE AT 
RAPE, Pin E Banach 空间 六 上 的 左 移 算 子 了 了， 
了 (AM 
FRAIL, w@— CA, AP AM EP LY 
Tr- àz, 
T=1, 且 各 有 所 有 模 数 小 于 1 的 全 部 复数 作 它 的 特征 值 ， 然而 
容易 看 出 , TRAM A 1 的 特征 值 . 
%. FRET Banach 空间 上 的 谱 半 径 为 1 的 算 子 , 它 有 不 可 
数 多 个 模 数 为 1 MELE. 
BEX =L*10,11, Re EX, 
CSay(ty=4 ee), 


È 
(Pa sted = {eats)ds. 


W4E— @ (0,1). wo O 代表 过 间 [0,0) 的 特征 函数 .容易 
验证 ,X(toa( 们 是 5S 一 了 对 应 于 特征 值 *"* 的 特征 向 量 ， 关 之 ,可 
Banach ji] X LAF S--T ARTRS PRE A 它们 
HARA 1， 

兹 证 算 子 3 一 空 的 谱 半径 为 1. 事 实 上 ,直接 计算 可 得 T =ST 
一 全 人 S， 叉 ;应 用 归纳 法 可 得 

(S—T)y*= S*—n PS" nel. 

于 是 及 一 也) 中 各 1 十 2 39 可 更 全 一 下 的 说 半径 为 
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(S-P) =lim (Ss—7) Â= limt v2 an)" 
= 1, 
例 6 与 例 7? ETF Jamigom5l41. 
注 Banach H XA AIT M< + 00(n=1,2,°°"), 
WT Hh Bes 1 舶 特征 值 到 多 有 可 数 多 个 ， 上 述 反 全 说 明了 在 达 
of fir Be AN RE ET YS + oft rS, 
8. 公有 唯一 谱 点 一 一 连续 谱 的 算 子 ， 
在 0,1j 圭 定义 积分 算 子 
Pa(t)=f K(t,s)e(s)ds, 
这 至 
1, EBs, 
K@ay={ a’ ics, 
因此 , Tel) = f sCyds, (Ks eae. > 
Kills) = Kt, 4); 
Ka, s)= f EK so, s) do (m#=3,3,+*+), 
则 显然 有 
Prs) = f K,(t,s)2(s)de (一 1,2，…)， 


CG) 
gates) Cn—1)! , 
Ü, Is. 


E28, 


AZ ILIE tSr yr T Ao, Ba 
AHAAA E o BN BRE F Sa 
因为 

| (T—AI)S,=8,(97 Ad, 
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mA 55 Ri MAE 40,2 ABR PAY Bae, 
其 次 ,方程 Tx 一 0 REFER RDA E M A RoG 
sinnri(R= i2) AW, CHL Dibba, RAY 


T Camcosnand) = nz cosnasds 
H 


= sinni = Palt), 


所 以 了 的 值 域 在 550,11 中 黎 密 最后， 不 难 算 出 ，leosnxitl = 


1 


ri 
27, [P(cosnxt)] =4,r=1,2, --+, PELA TOI FER, ALL A=o 


RTP ENER, 
s. AE Ha ARAF, 
在 Banach 7h} CLO,1] EERE AT 


a:f v 一- 
y= Txt) f eds, 


F 
1, isis, 
Kt, s)=] s 
D, is, 
mi 
ai . 
Pea(ty= | K,C.s)a(s)ds,n—=1.2,¢+8, 
a 
其 中 
(1— 8)"-! 
Van?) PS 
Kissy (x—1)t ? zS, 
‘9, i>s. 


Ah tela P< Gp ap ALO Bp, BRAT 


AMP — AAPA «+ — Be Sh. HPC AA PR A He, He Ao OP 
15 ESN, 
其 次 ,方程 了 st 三 0 RASH, 站 于 对 任何 了 ECL0:1]， 当 # 
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=0 有 时 y= Tat =0, Bile R EA eS Cl0,15, Al so TE] 
221,30 2 (t= 1, Blk ef én, FR ECL OL AN ae. ee 4 
二 0 RF THA. 
10. FERF ST, CTPA GEENA. 但 ST TS AAE 
的 谱 . 
设 


0 0: 4 1 
1 0 0 0 


则 8 与 全 均 不 存在 省 算 子 ,有 


0 0 1 0 
r(e o) sG o) 
ü 1 0 0 


区 STS TS 的 谱 均 为 { 1 上 . 
11。 存 在 算 子 5,T, 使 ST 5 TS 有 不 同 的 谱 . 
Be Hoos lf? ee tototo) CHS 
Se= (O, ro Ts Ett); 
LE 了 = 5S* ,出 c= (C0 82,77) HE 
(ST) %=(0,9;,42,°°"), 
CTS) = (tott = Ír, 
Ae ST Aitei Lm TS MBA. 
注 EST pede ATERAT. M ST 5 TS WAH 
加 的 谱 ( 参 看 L126],p.39)， 例 11 TT exter ST 至少 
有 一 个 存在 逆 算 子 的 条 件 不 能 去 拧 ， 例 10 说 明了 这 个 命题 之 逆 
FER Moe, M4 万 关 0 时 ,4EpCST) 的 充 要 条 件 是 AC pt 了 了 5)， 
8 pCSD) 与 AD) 中 的 非 零 元 素 必 定 相同 (参看 [126],P.39). 
Bij 11 BHAT 20 时 ,这 个 陈述 并 不 威 还 。 
12， 存 在 某 个 非 恒 等 算 子 了 ,使 了 的 诺 是 11} 且 1TI=1. 
aud T Banach (al X iM T IBA AIRS, 
Li- T AG RMIT 44-1, CRABS, A 
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Ho(T)={1}, HL AL=2, Pik, RATER Banach 3/97, 0,191 
Me Volterra 积分 算 子 

Vat) = ls)ds, 
HITRE er A0 MLV EMI, m 4=0 EVREN 
@), Fbh.o(F+VI=—{1} Am 2+ Baye, + 


P= +y", 
Mo(F)=(1}, Arms a AT L 另 一 方面 ,我 们 有 
[Pir] =j Faj =at Taa ry 


= la]i +V r,e t iV žna +] sh 
= ep ALE VEe, Vl 

ART HE e ceed, MARTO eli e 
Tri =], 
13. RASLAYPMESHS. 

HE ave Sey ae BL Sg, SP È ae ETF RoC) = {9}, xm 
PRR (D) = lim "PHY da, x} USA T HA 
有 o(P)={0l, MEP ARES. 则 0 RAE TATE, F 
AARP BS. OMOEA TE? 我 们 将 要 指出 ， 
这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ， 

没 如 是 这 样 的 数列 〈.， + €2,8-1,(80)S1, 80,009) ade, AE 


D a< +o, EH LEME AR, MA AD a 


Hilbert SHL H 上 的 双边 移 位 算 子 不 定 六 为 
We Ed Enée) 
= (ees, E 5,6 2,(6 1), 80, Ei +). 

BW Wea BROW) ba. $ 

Ea= Cre bors (Gad dist) 
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FO és m gS oie) w= 0, 1, 62,-°°, Me eA 
TERREA, H We,—enes(n=—0, £1, 4£2,++-3, 

ie SEAR RRA, HRA {C.F LB 
EFW (We, Sen) GAARA a ASTER E P Pe ayer 
foFeFAW P BNW Pe, ones, STHW PW Per = yeas Tit, 
= Ennuh Entry T bn = Onat ana BR, [TY =supja,] 本 


-1 


T>] =supla, ca+ 赴 一般， 到 


(R=1,2,°°*), 


BIE, 


Ga 
1 

n 

l 


4 - 
r(P)}=lim enp| do 
( ) Eau aifi i 


Mias M 
(Tok mes 
"Tlim sap] | | za] 
a 4 yt 
&( Lis) ge Mm =_ Li Fed), Be PY -6, 即 


HALES TF, 

Ze TRAST. ERE, 设 x 二 (wo i Bry +77) E 
Te - Ax, gim 

Tt = (0, aoto, ai azz") 

得 到 Ag =t, Alan =E Anin Ep o.A0, AMA 2=0 AX, 
AM r, = 0. oe =0,8e 7 RITE, 
4. RARE 

in TEENA Banach X H X Ra TX P eR 
算 子 :那么 任何 复数 2/0 RAE TEAR E PE 
TOA. BVO, TE ETRA RE THREE (EF 
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[i4] ,pp.150 一 151)、 这 里 ,我 们 向 读者 介绍 TRATES 
BT. 
Rw (eyes es. EPA 


Ta=(0, 1,5, 他 


易 见 ,了 是 紧 线性 算 子 、 如 果 4 了 90， 则 由 等 式 Pe = As 得 到 0- 
一 2,3,…) ,因此 x 一 0, 即 钴 个 偶数 450 都 


Æ THENE. ink 4 二 0, 则 加 二 0;, 基 中 
了 和 Da 
因此 RCT) 0, Me A=0 RFT ARIAS. 
= FUR LAER RAT BAe. 因此 ， 
LRAT PRET ORES R SE. APR SR PBA RE 
值 ， 所 以 上 还 例子 也 说 明了 紧 算 子 不 必 是 老 零 算 子 . 
15. 存在 两 个 算 子 ， 其 和 的 谱 半 径 大 于 它们 的 谱 半 径 之 和 . 


设 
SC rG i) 


WirCS)=r(P)=0, mir S+ T) ier CES Pyre S) rO), 
名 存在 两 个 算 子 ， 其 积 的 谱 半 径 大 于 它们 的 谱 半 径 之 积 ，. 
i 


PETT 


s=(° oy 7° 1) 


1 0? “0 0: 
Mir S)=1(P)=0, mrC T) = 1, ier (ST) >r SCT). 

注 容易 证 明 ， 若 ,7 ARES, MrS + M<cr(s)+ 
rr0STD)sTCS37T)， 例 15 与 例 16 阅 明了 在 这 个 命题 中 ， 
S HT MRA TA, 

7. SEAMS H PATATE MRR 


" 388 = 


FEDS FT I. 

. 容易 证 明 ， 两 个 算 子 的 直接 和 的 谱 竺 于 它们 的 诬 的 于 ， 定 六 
在 无 穷 维 Hilbert 空间 上 的 具有 对 角 线 {e。 BHART WILE 
作 它 是 无 穷 多 个 算 子 的 直接 和 ， 其 中 每 信 算 子午 定 交 在 一 维 空 间 
上 上 上， 此 时 可 以 证 明 , 它 的 谱 等 于 它们 的 谱 的 并 的 闲 包 ， 即 (2) 一 
14,}( 参 看 [1261,p.30)。 于 是 便 产 生 问题 ， 无 穷 多 个 算 子 的 直接 
和 移 谱 是 藻 永 远 等 于 各 个 算 子 的 庶 的 并 的 闭 包 ? Halmos 指出 ,这 
个 问题 的 答 染 是 否定 的 。 考 虚数 列 

(C10 B10 T1101,1,1,1,0,.*.*), (1) 
设 T 是 可 分 Hilbert Sa Eø — A AR (1) Byona ATs E 
于 ,数列 (1) 中 的 0 保证 了 了 是 由 矩阵 
0 8 1 00 0 0 
(° SAE 0 o); 1 0 0 ) 
1 0 0 1 0 0 
0 1 0 o 
Aras IE ia iE EA EES A, JA ek VEE EER jk HET 
PA- PAT AB EO}. TEATRAI ERRER I H. 
成 的 组 段 ， 加 权 右 移 算 子 的 洋 半 径 公 式 
oP) =im sup| [T] ao, 
(EEA 13)28 Mr(T) =1, 

注 Chow''*!3} Halmos Ht] FHE PFE. the TE 
RAT, CERTA THRBRS. 

18. WHERSARRERTRHIT.), BIT. Tiko), A 

TT, 的 谱 都 是 单位 圆 轧 ,而 了 的 谱 不 是 单位 园 周 . 

下 面 的 例子 属于 Lumer， 


ET, DRG 列 ( +++,1,151, ( ). Lit) 的 DE 


1 本 
|E 


工 
k 
移 位 算 子 , 这 里 有 一 1,2，… o FAE 0B RT-T] 


0ko), HFS, Hh 


i 


r3-1 
. | 
r{T,)=lim supi i | ansi +=], 
fae n a ! 


fA Ate fal RC R=1,2,--+.00).7, WE BRET REA BS 
中 . 
4 kool, TAIT Pi, H Tr 也 是 加 权 移 位 算 子 ， 
由 于 
Ti'a = [Y nel, 
7 Rey-3; n=l, 
可 见 PORE - me 1151,€1),4,1,1, “* "小 ,从 而 


pect 11 1 
; 1} — i | we - = ro 
rowy) — Hm sup. | J Sari |? mk i =], 
a0 Rh ose 1 pom 


BR -1,2,+++ fh ko, HEH A, R=1,2,+-+-, Room: 
T RBLS wH h, TE. BAT 求 递 运算 的 说 
Ree. TAR T Ra A TAAA 周 之 中 (参看 [126j. 
p-381， 几 于 了 , ADR ae a 是 镜 数 为 1 的 ae, 
oT BEMBE RILE, E ERA T. SAR BA A HE 
B Ibe 427, A aA e] =1) ae TEA. 
FAI TREE A CE, EL TR A PA GLE: 
因为 了 es 一 0, 磁 中。 的 谱 含 有 原点 ， 其 实 , 了 。 的 谱 是 单位 图 盘 { 矢 
Auz. 
19. FHERARASEAFS SCT}, IT. Tl>0(h> 0c), ET, 

稚 讨 半径 都 是 零 : 而 工 的 谱 半 径 却 大 于 霍 

eT PR: ARRAS PERE eae B 
aif — TOC koe IK AE Ba rT) rT) kco) Kak- 
utani pph ASABE OG eH. HA Pa 

Velen tao F 0 的 正 数 列 。 我 们 定 浆 一 个 数列 fa 如下 
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每 第 二 个 Ee e HI ag = 8p, 0258; G4 = Ett); RP AY a 中 
eS a 等 于 zi CHG y= Er s= el ely- 5 AR TA 
a 中 每 第 二 个 a 等 于 cAI, OM o Hyde FIP 
H., 


orl Egs Eag Eti Egs Ez Sg: Ejs Ets Ezr Egs Silas "ae 
ET BY a ARA DnA AME Ar. 而 对 每 一 非 负 
Be 让, 人, 是 这 祥 移 加 权 移 位 算 子 ,其 权 数 就 是 诸 4a， 但 其 中 每 一 
34 娩 换 成 0， 倪 如 ,了 T: 的 权 数 列 就 是 
Egiro Ô, Zosis Eos Egr os Bis Eps Os Eo0s E13 Eo “tt 
FLT P TARANEE Ti TAREE R 
r(T = lim| TH =o, 
LEE T, TAEMA BIT TI= e ii TT 
Aore), QP ARE (Poo, THITH SCRE EE 
y= Fas 
Catta le, 
AZG AG Ons TE E En, 
~ fe a22 (91,23, e)N 
Co 
因此 nteo +a.) = y= 2 ene, = 2" ye, 
k=9 eg 


i. 9% Wlng 
ap lnfae cm) (eS ae 1 Loge, C1} 
&= 0 


1 "lne D 
masi MLF OM, Mili (1) 
上 
Yim inf InCage +a, Yer 一， 
所 以 lim inf (TP a) 因此 ,CE)>>0， 
3 ia 
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30。 数 全 值 域 不 闭 的 上 有 有 界线 性 算 子 . 

在 有 限 维 Hilbert 空间 中 ,有 界线 性 算 子 卫 的 糙 僵 值 域 CP) 
一 {<Tzx,x :zi 一 1} 是 一 个 紧 集 的 连续 象 ， 内 而 它 是 紧 的 ， 于 
SL (BE Ae A JE AR Hilbert 空间 中 的 有 和 借 线 性 算 子 的 数值 值 域 
是 否 一 定 是 闲 的 ? 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ， 我 们 先 让 二 下 面 的 

定理 ETE Hilbert Aj A LGR ARMAS AER, 
使 121 UL WR AEW CI A Bb T EE. 

证 INMACW CT) BER CH, |el=1. ZA= 
Cra, c>, FÈ | 

iPM [4] = | Fee cir abel <del 
因此 ,等 号 处 处 成 立 , 即 
站 一 | 一直 
由 美 于 Schwarz 不 等 式 变 成 等 式 时 的 事实 知 对 TED AL. Pee 
oz， 由 此 得 到 
Aga Ag MOH KAGE TPF, wh, 

Bl A wT ae EME, 

HF ERRER, RISA ee, 
#6 W(T) ,使 14|=| 了 i 且 4 不 是 全 的 特征 值 (特别 ,车 人工 没有 
FEI) MW Ag WD), 

现在 我 们 着 手 构造 一 个 有 界线 性 算 ET WARA. 

BE ee PRT TORE AEW), REA AA Ts 
=Aa( Balal =i M TemA MA EWT, 其 次 , Bley} 
基 有 界 数 列 ,使 对 每 一 m,|as|<e=suples|， 往 设 了 是 具有 对 角 
Ba SORE Mite «39 为 妈 的 特征 值 ， 又 由 | 中 | 一 sup 
la| -aMi EWT) ac WH), FaR ET ii iE 
Hag W) AW CPR PA. 
21. SEETMERSRSTT. HORT T EE. 

AWARST PRE A AW THES T TAIRG 
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[126], p.111). BL, WETE — PWR. 那么 
OCCT), FARM ML EGBA SEW SHUM. 
一 般 说 来 , POE WT), 

WV Æ (0,1) EH Volterra HOSE, 


C. 
(Vrh (tyes i e(aids, 
ù 


4 T= VF) 
可 证 下 茂 要 窜 等 算 子 , 豆 全 也 是 所 全 专 算 子 . 

Sek OG WCE, AEREE, oe ARCs, 2) <0 的 向 
Meo, EA bee e= 0 Meee HV le, 
TERIO + Vo | = GEAD 
fa =K T+F) Ow a> rr) fal? 
=|je{*. 

Alle, lep = Arwe CIP) e j7. 
AEH me BEU tF 的 特征 向 量 。 由 于 (GT FV = 11} 
(23312), af +F) r=, W sVr, F --0,k& 
#=0, 

注 ”这 个 例子 也 说 明了 有 界线 性 算 子 工 的 数值 值 域 WTA 
必 是 闭 的 . 

22。 存 在 某 个 有 界线 性 算 子 ， 它 的 数值 值 域 的 闭 包 和 数 秆 半径 关 

于 算 子 的 强 拓扑 不 连续 ， 

RTA TERA: BSA RT EER REE? ATE 
REAR RUTAR EPERRA a Ha usdorl IER. 
HERRE. e>0,4 

一 M, lol. 


a 


BA 
p(M,N)=infle: Ba MON + le), ZA NOM+(e)}, 
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MEWO 关于 管子 Ba Tb AE Be AE 
[S—Th<e 时 ,就 有 全 NERS): (ey ELSIE CT) 4 Ce), 
IPE ye CT) y PLES Sp Me ge TH) GE a Se 
atang RE pAn ef, 4B EASE SZ Be TR EATS, 
Bil, RWT BPS ER ae Th. aah ae Sd 
BEAD BRA, wC EH A R pat Sete. dh, fi we 
19, BBAW CP) bagea 
ER AW EY RTH SSB HRI 


ves, WL, EA 


eet, Bis --Pi<te, Hielo TNS Pr, so [ce Mico a. 
y > Tris) 二 < 各 一 Peed el We T} -$ fer, FE WCE sc W ETY 
+(e), SRM. WP 9CWOS)4 Ce), RENTE CO FB 


STEMS. TE, (TAT Te — ee IML ick 
AD, 
个 证 归属 于 Brown, 
de. WP) 甘于 算 子 强 拓扑 《从 而 关于 牌子 别 拓 臣 ) BR 
TES AL. I o PORT AP BA PE REED OY 
a (80,8) .82,°° JEP} 
Un=(0,£5,8s,E25°>*)5 
WJ Uže- ainte) (人 pA 
oval= (Sle Y >0 (no), 
BO CU)" Eade op Re Pe Oo. Te (2%) = n= 1,2, 
Re w eT TF ASR PER IE. 
8. FESAT, EMZRHRALERSTCNHREY 
之 积 . 


y 
5 设 s-i o o\ ee p l 
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Mw(S)=w(T = 去, 而 w(ST) =1,3k w(ST)>w (S)w(P), 


1 0 0 0 
第 二 例 说 | } | 
六 0 0 1 


Bj e SS w(T)=1, i w(ST) = 0, w ST) Lw awT), 

注 对 于 tbert SHAMS, TELC), MA Tos 
w TSA]. pp.115—117). l 

Crabb R AREA w Pw TREE S BUR EE. 
RAAHE. BEETA ERRERA LHAREN T, 
{i w(P*)>w(T)*, 
中。 谱 与 近似 谱 不 同 的 算 子 . 

对 w= (60,61,625°°9 EPS 

Pe=(0,65,81,82,+°*), 

TAC R RCP) LSAT AIT =1, FARE of?) 
Dhak Be 

另 一 方面 . APR APRA LB. ae. 
oP ) ae ea. WE 441<1, 风 对 一 切 ,有 

(Teisa iraj jae] = eke] 
=]1—]Al[}e}, 

周 此 ,T 了 一 4 Pa AMIERT ex(z) 正 好 是 单位 圆周， 于是， 
TAT), 
: $5。 相对 谱 是 单 芝 图 千 的 算 子 ， 

Mt w= (E0,81,82,°° EUS 

Ue =(0,65581,82.6°°), 

WCPO RHA, EU PAM, ok, iE. 

S72 (RTT ARRAS MT AM WORST 
RAY LA Me: Ta=0}= (0), E7 ARR Ea ee: 
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‘ae 

GST TAMA TOP RZ PAR, OP 
MAT ATES, 

证 GO Ae TAAT PR AY A: HLS, ae fa 
Wi ATH HERS SEE TSTST ATC ST)s-0, ATH 
AEP ILB AI -STH=6 WT HEAT, 

QDR T AAMAS NERS SST Hl Witte, ft! 

lz|l= fS Pejs iTe, 

TPAR. R2 TTAR: MT GREASE 
把 元 的 ( 闭 ) 值 域 射 到 全 空间 上 ，8 是 有 界线 性 上 映射， 二 把 S Ein 
下 扩张 ， 在 的 镇 域 的 直 交 补 上 定义 其 值 为 0。 于 是 ，S 的 扩 丝 
JTRS HA THREAT. See. 

BAST UAE, eS a, UR A, 
谱 是 相同 的 ,而 忌 的 近似 点 谱 是 单位 图 周 ( 参 酒 例 24) ,从 而 它 的 指 
OE te EAA. 

FASTA AES Asplund‘) 1958 年 引 人 AY, 
26， 相 对 谱 不 闭 的 算 子 . 

TTR GERE, ， 然 而 算 子 的 相对 谐 未 必 是 闲 集 。 下 面 的 
BITR F Asplund’), 

i 4 是 Hilbert 空间 二 上 的 有 界线 性 算 子 ,a AES HE, M 
ARTER: 

fal a) 
“=| } 
I A 


M A RRR A CER PEM AARS E, 
FRE Ue MAA ATE HPI 


P Q 
N= 
(z 8 ) 


= G96 « 


FLU AGAR UNU =M, PEELS @QA~0, QA+ ASA= 
A, AA ge 天 人 页 入 4 二 0, 从 面 434 一 :地 了 是 相对 可 六 的 ， 反 
23 ABARAT ME ANA fe BA AB Aa ASS 


vn : } 


a 
UFER MN M= M, i MEHEA, 


ak Sasà? ，}， 则 对 任何 算 子 4， 到 总 是 相对 可 间 


0 
A 


Wa uN M=M, 
BETA, OREM (7) ) 与 算 子 4 的 相对 谱 分 别 


2H OMY MAP P\0), AR A 为 六 上 的 布 移 算 子 ， 则 4 
的 相对 谱 是 单位 贺 周 (参看 例 25) ， 从 而 下 的 相对 庶 不 是 闭 的 . 


ae) 

So 

“l 
. 


+e RATA Riesz 算 子 


引 [ 吉 

这 一 章 向 读者 介绍 紧 算 子 ， Riesz 算 子 和 严格 奇异 算 子 方 面 
的 有 反例 ， 基 本 定义 和 定理 给 出 如 下 ; 

由 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 7 的 线性 算 子 了 ， 当 其 把 
ERI, ARERERARERE. 

由 赋 范 线性 空间 到 赋 范 线性 空间 了 的 线性 算 子 全， 当 共 把 
互 的 任意 有 和 界 点 列 变 成 了 中 的 一 个 含有 弱 收 化 子 列 的 点 列 时 ， 称 
为 弱 紧 算 子 . 

RTERGAES AXA XWREARS, MAX WARE TH 
Al. RP OUOCM, MEME TRESTA. 

TAX Ay EOE X PAS DS Se ET 
Je FLW) AE ES j, 

EX ES Al, P 3 X BX EER eA RRT. 
邵 暴 对 是 下 的 线性 子 空间 ,并 且 它 对 集中 每 个 算 子 都 是 不 变 的 ， 
RM FRETS, RXR, TELC), 
L(X) 中 一 切 与 下 可 换 的 算 子 全 体 记 为 Pe 如 果 开 的 线性 子 空 
AM Fo MPP SB, 就 称 开 是 算 子 了 的 超 不 变 子 室 间 . 

显然 ， TEF; 故 卫 的 超 不 变 子 空间 必 是 了 的 不 变 子 空间 ， 

设 {e"} 是 可 分 Hilbert 空 词 豆 中 的 完全 的 就 范 直 交 系 ， HE 
fo ARENT Tik% Hilbert-Schmiat WT, AH 


Ml- Irai] < te, 


1 ¥ 24 Banach 2H, TEL(X), FT A Riesz EF, 如 果 : 
PR = RPE. 
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(i) BE AHO RERS n, HEILT a 一 0 的 解 
六 组 成 之 集 是 了 荆 的 有 限 维 子 空间 ， 县 当 %* 充 分 大 后 ， 此 子 空间 不 
KF ne 

GD Hi AO RR n (A-T ERREXA 
六子 空间 ， 当 寻 充 分 大 后 ， 此 子 空间 不 依 丈 于 *%， 

Gil) 全 的 特征 逢 所 组 成 之 集 最 多 有 一 个 京 点 为 0 

关于 Riesz 算 子 ， 我 们 有 下 述 定理 ， 

定理 1 AK CX) 代表 Banach ath X BX RT HS 
ie, Fe 

R(T) =inf{|T—C]:Ce K(X}, 

UPS LOX)A Riesz 算 子 的 充 权 条 件 是 


Hm R(T" =D, 


定理 2 TE L(X)R Riesz 算 子 ,了 是 TT 的 不 变 子 空间 ， 
vl Y # Riesz ÑP, 

定理 3 TE L(X)#RiszHRl 4 AMAT ERAT., 

HEX, Y AGAVE REESE, TARA ASE ERE PARE 
Yi, RATT PRS, dR EEL 
域 的 任 一 无 穷 礁 子 空 间 上 都 没有 有 界 的 道 算 子 。 

eR Re TA Katol SAR, 

1, FRO RRS. 

We XA — FEA HAE Banach 空间 ， 7 EE XEIX LHe SAS , my 
Ip RRX p PALER, 由 于 dimX=co, Me Mtr 
RRA PAS, RA PER PEM I RERAT. 

注 对 某 些 类 型 的 Banach AAY, LAR REAL T ic, 
XPABRT, BATMAMARA. LARRERT T: et 
(ict psl + oo) Ra, FIERAR, ULAR AER 
FE veg X SU SA. CPR ERE SE ALR, AE AWE Banach 
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23 jij XA RAEI T coy > XE BI? 这 种 空间 的 特征 是 
什么 ?地 容 录 3 研究 了 这 个 问题. 
2， 存 在 某 个 非 紧 算 子 ， 它 汉 弦 收 旬 点 列 映 成 强 收 合 点 列 . 
容易 证 明 , 如 果 作 是 由 Banach 空间 五 到 Banach 空间 了 中 的 
BREF, WATIE AREARE Y hRS. E 
2, 如 果 下 是 自 反 Banach 空间 ， MERRIEST TEX NE 
WOH Fee PERKASA, MAT ae. MRX 
SR, Mw Awa es, Blan, Banach zga © H SI Oi HE 
SHCA (BO AEB 2)， 从 而 恒 等 算 子 了 把 op 
RoR SM Mme ne CARBS I, (RARE, 
3. 存在 由 某 个 Banach 空间 到 另 一 Banach ZE glk Me 的 紧 
算 子 列 ， 其 极限 不 是 紧 算 子 . 
可 以 证 明 ， T, E BREA pE iX A Banach 空间 了 中 
ER ASF, ACTH ROCE T, B 
lim|7,—T|]| =0, 
则 下 也 是 紧 线性 算 子 ( 参 者 FE14]，p.143)。 应 当 泣 意 ,在 这 个 命题 
中 一 致 收 剑 的 条 件 不 能 减弱 为 强 收 化， 例如 ， 设 T. 是 由 Banach 
空间 5 到 其 自身 的 算 子 ， 
Pue = (EnEn En 0 ), 
jth e= linfa Ea CPB, iEn, T, 都 是 紧 线 
HRT. 令 Tx 二 xCz ED)， 则 
lim|T, x --Jal|-=90, 
是 (4 强 收 伍 于 工 ， 但 天 不 是 紧 算 子 ， 
4。 存 在 由 某 个 Banach 空间 到 另 一 航 范 线性 空间 中 的 一 致 收 数 
的 紧 算 子 列 ， 其 极限 不 是 紧 算 子 ， 
FLAEN, Æx ERGE S, Y Æ Banach 空间 , (TIC 
LOX, TERA TAL RE- BRAFTEL(X. Y), B 
lim|7",—T|=0, 
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ETER ET. MATER PY AEA M RAA a, 
例如 ， 设 Ta 为 ty 到 7/ “内 Hi a ke 
E 
Dyn oat rH{é,se Ca 
定义 的 有 界线 1 EFP, & Y = R(T Ci HST E+ T, 于 是 ， 
Pew n ACM FSM EEA TERR T., aeS gét E Cg 


a> 


T ify} 二 二 Uthat 4 
这 里 ， 当 1 所 hen A =e, Tey >n N m0, 则 对 经 一 
TEA c, 到 了 内 的 有 界线 性 竹子， 日 
lim] Ta —TIl=0, 
BIC? }— Se T. Sb, HFRS CTA ESL, 
ke T, 是 紧 的 ， 

ZETT TESIT. 事实 上 ， A r= (l, 1, 10… 
Hp aT k ABRA 1, Mae 51; EiT r yfl ko), 
BM y=, yy ER, MyeY, KERN HTI- y A 
r=(1. 1, =), Mire. BETA, Tepi REEE hi 
AFIL WT ERSTE. 

5. 有 在 由 某 个 赋 范 线性 空间 到 了 的 紧 算 子 7T,， 使 由 等 式 

Tx=T,x WE XRT) LWA TAB EM, 

Hato Tempter, MT, Bo BIT rity 
有 界线 性 算 子 ， 从 而 它 是 c 到 上 的 紫 算 子 (参看 例 1 的 注 )， 另 
“WH, UTE SR T= leE HEN cp HW RCP ICE 
上 上 的 级 性 算 子 ， Hy fa] 4 FT ar, 二 不 是 紧 算 子 ， 

8， 存在 某 个 非 紧 算 子 ， 其 共 频 算 子 却 是 紧 算 子 - 
EAH, EX, Y SAE, TC LIX, YU 
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紧 算 于， 则 人 的 共 圈 算 子 ?+ 也 是 紧 算 子 〈 参 看 [14] ，pp,144 一 
145). 于 是 自然 产生 问题 ， 如 果 有 界线 性 算 子 了 的 恭 绝 算 子 T* 
是 紧 的 ， 郑 么 下 是 否 必 为 紧 的 ? RUDE, EHT RAR, 
例如 ， 设 了 是 例 4 中 的 赋 范 线性 空间 ， 对 过 = 二 454}Eco， 令 


TE (|, DE = m) 


这 里 ， 当 Js Na Ai SM k>n Bt m=O, 则 对 每 一 a， 


T 都 是 紧 算 子 ， 从 而 TRAE RAS. KAT. RAT Ss fi 
Lio YMRS TT RIT SRE SSA) LCY*, ct RYE 
KeFT*, ese, 因此 POHRRT. RBA 4 可知 ， 
TRERAF. 

注 车 五 ， 了 都 是 Banach #0, TE LC(X, Y), MTA 
RATHER TARAS, 王 述 反 例 说 明了 在 这 个 命 题 
中 ， 了 是 完备 的 条 件 不 可 去 掉 ， 

7 了 。 存 在 某 个 非 紧 算 子 ， 其 平方 是 紧 算 

SRE, ATARAS pT bee ST. Je RH 

Ae. flan, ET Be LAs, 

Pr=(0,81,0,63,0,85,0,°°°), 
Kip r= (isin EP, PE, TEELE PERERA TI 
HEARR RERE, RIPPERS, EXE, W 

®,=(1,0,0,¢¢+), ty=(O.0,1, 0,529), 
Bayt = (0,565 0.1;0， gto, 

其 中 1 在 第 2% 一 1 EB Len EO pa Pa, B 
H 

下 Ya 一 (0 和 0:TI,0 ), 
eT ee, pa e CT fenit KAR, a 
于 不 是 紧 算 子 ， 另 一 方面 ， 据 算 子 下 药 宝 义 ， 我 们 得 到 
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Te (Tae) =T(0,£,,0,£5,0,°+*}=0, 
AT BRAT, 
2. SERMEBSHARRERT T, YASEEN a, T” 

HFEF., 

MA=f0, 11, (D L(A), Hee LtAic pct), 
fe Pe=2(ie() MPA LAR LOAARA RAHAT. ie 
fp, T=0 MAM (DÆ A ELERTE. NLR, 

Ty=e u(t wt, m=1, 2, =- 

REE EMA c(t) 40} >0, Mn PHIR SF. E 
XE. HERI, He >t RAMEE FE AL 使 当 
EARP) |e. SA |] By, 其 中 E A A AHI 


可 测 于 集 ， 在 和 上 定义 函数 ， 
qe RH, tC, 
(i= 
ERI ) to. FEAE, 


HB fele w= (f, lie ) =1. REE EE, k, 
ECEE 0, E ANE, 上， aaae G=, bil BE. 4 tee HF, 
I EMR y ELA) HTELA 
ERGOTOR AOON 

>f AOLE) ry Oldi 

= 人 EKONERG CIEL 

>ef zx(Dy(Diat， 
LERENA T 上 一 一 fa oe ey 
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Zr, ARMA Ce RE E TAa, E Ten Bee, BAR 
ART. 
9。 存 往 某 个 有 界线 性 算 子 了, 使 当 1<9<p 时,T' 不 是 紧 算 子 ， 
mH ap 时 ,了 是 紧 算 子 ， 
TREERE A= 10,1] bre Re, 


p(t) { 2, ich. sjon), 


0, LEAMA, 
gu) [t Ea], +). 
0, TEANA, 


cn {@d» reas [i-(2) 2-4) 
0, ECA\A,, 


ar.n 


SR AAF p E Hilbert AAL OREX. 令 
K(i a) =o2(8)q3{8) tpp + ore 


= y Fon th) Part 8) 


= Ponk EY Pras (8), 


上 上面 的 级 数 在 Ax A 上 是 收 化 的 ,这 是 因为 对 每 一 (4,4) EAxA， 
读 级 数 中 至 多 有 一 项 不 为 零 ， 任 取 t1EAm(n 一 1;2,…) Ra 
LA) ,我 们 有 


yt) =Ta(t) — f Kit, sjx(ajds 
= Gon Cb} J apa) da 
= 8 y, Pani Eai), 


+ 4fd + 


iti- EE Amy iC ==1,2,° . 小 显然 有 v(t} =O, Al 此 ， 对 任 
HICA EA 


y= 人 Prt) = ` CE, Pantie Pan( dy, 


nol 


E Bessel 不 等 式 ， 


[Pal = Z Ke pmd STA? 


MAA 工人 A 到 (A) 内 的 线性 算 子 全 是 有 界 的 ， 因 为 
cy Posie =the, Pinti? 


= 2 ÈE, Parti? Pz Pint 


(*=1,2,°°°), 


BR y= Typ dP l=, M T=, 
REEE T = 0 推广 到 夺 任 总 给 定 的 正 整 数 p ATP =0, A 
此 , 令 
ICE, 8) = ipa tpr lE) 4 Pril tpl) 
Feee + Qo oC) May 18) } 
+ {orp t) Peptit 8 +++ t papal t) pas (5)} 
+ {Psl Pisal) et pana) ps)} 
+.. 


= = {Pu pO) Mya sri ts) eet Pazte-21b)Papte—i(3)} . 


n=] 
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BUF 3 一 2 WAH, AW, TT, O TORIES AT, it 
T?=0, 
FU Eph EDOR TE a 
Tp= = Tgp,=0, 
Toop = Prr Ppt = Ppr Msp = Pir-i T Pag = Oy 
Pop = Pass Tpapr = Partis ty LG y9-1 = Part TPs = 05 


EA, TIRA 26 A Or- P-o 2 A Oe A Be Fi) 《gzs-:， 
a2), AL, T RERET. HE, TOS cpie 直 变 A 
ROAK poz- Parai t t O D E A AGF C Pir-i- Psr- 1) A 
TI 由 不 十 紧 算 子 , 另 一 方面 ,因为 当 9 宇 Pp ht, T =0, T gp) 
都 是 紧 算 子 . 

10. FERTA L0, 1] 2) L[0, 4 内 的 非 紧 的 有 罩 线性 积 SAF 


Tx (t) =f KU, exlade EKG, 2) 却 是 有 界 可 测 的 ， 
可 以 延明 , 若 尼 (t;a) 在 [0,11xz0,1 上 可 测 , 且 当 1<p< 


1 i_ 
TO, Atel 时 ， 有 


[(P1KG, lrae are +o, 
KAZA £700,138] [0,1] 内 的 线性 积分 算 子 
ee (1) 
DERA FLS]. p-320). FE. BSR HEN aR KODE 
[0,1}x Ot] EAR aL MAUNE x É 23 fa] LLO, 1 TBH 
LO, IARRI BT eo OR ie 这 个 问题 前 答案 是 否定 的 . 


下 面 的 例子 属于 Neumanni 参 看 [1381]). 
在 区 沁 [0,1j 上 定义 函数 列 {qpn}， 
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22sin 2 at, <i 
g) = 3 7 
2, 了 
0， 其 它 . 
工 1 
2žsin 2 wt, ois. 
OK) 2， Secret, 
2 
ay HPE, 
a 1 
| 22sin 4 at, Ni 
| oe 
EDS) ss 15 81 
| ， 16 人 32， 
i byte 
0, ae ks 


一 般 ， 
oF sin 2 sr toro, 
Pom GI tg, qeka, 
0， FYE. 
HB je -1,2,+++,¢—0,1,¢++, DAR fe ES LOI Pe 
ZA, El 


f alt doaterae =O (225m), 


a> 


«407 + 


K(t,s)= x 2 Pon- EPer- 8) Pen gf), 


nel 


则 对 每 一 上 EL0:1]:s Er[0,11, 上 面 的 级 敬 至 多 有 “项 不 为 零 , 因 
BIJE CE. O27, R E(t, 200.11 x C0 1] ERATARA Be 
peih. Pon 52 Peni PPn 2 "pon, AL RA 

Bale): 2 Sea s(t) — Palt) 
RAT Pa = Pin-1 7 Por Mite Bl 


lail = "| lees — panlt) dt=1. 
A rsm 时 ,有 


1 . 
Phn Tal f len -1 十 om 一 L@Pen-1 + Pon lfdt 
3 op 
一 2 f lsin 2 mat—sin 2 nx t|dé 
5 pt 
=2* f sin€ mt— mw) mé|icos(m r tailed 
0 


rod 
与 2 
z2" j sin? m— nxt cos im + niatd 
0 


1 


一 2 32 


Fe, TW RG CE PRE APY). 
iT PERIT. 


oo 


W. BAEK (a, 适合 yy jesl- teo ma F y= Tx: 


m = Ll angla Ey in) CEVA. 


TEH, FIC RE a WEAR iF 
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= jan +00, (1) 
i=l j=1 
TERT TRE: 
y= Pain. = Soa £;6=1,2,°°+), (2) 


其 中 s= {fh y= MP eA FOB poe RET. 
ETE PAS MRR. H ROR A (AE A BE? 
ALE YATE TRAE My WATSE RUE & ECD. W 
如 ,我 们 考虑 无 穷 阵 


( i O 


1 


V2 


t l 
0 和 三 
K P 
显然 
Do Mia P= Dts 
=1 ;=L =; 了 


另 一 方面 , 任 取 =E, 则 mu 因此， y= E 


PLB y= Pe AEAT TR TA TAW A RR 
F. HETERO. DEAR I PRIRA 4 RE EE M, 
EE eia E A 

iek = 30 linl y <a, 


n=] 


safe 
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由 于 lim- 一 =0, ROMER o> 0, FEIER By n 4 n> ey 时 就 


mS 
1 £ 
Aa CM A 


ARR T y= Tele E 4) 的 前 ni PABER mses 7, FER HJE 

EO n t ORRE BARESTA) — the. E 
BRL? hi AARETE iA AR E OH y R 

TC APES ¢ HTS SSA A CA) OS 

KT BRAT. 

12. F Hi ibort =F) Leh ERS, EP BHilbert-Schmid: 

Et. 

证 以 证 胃 ,Hilbert-Schmidt EP HRI. 然而 , Hilbert 
空间 上 的 紧 算 子 不 必 是 Hilbert-Schmidt 算 子 . 例如, iz tte : 
可 分 Hilbert 空间 五 中 的 完 全 的 就 范 站 交 系 , 令 人 ps 一 Toas 

n=1,2,--, BIL, TÆR. BH 
al Topel’ =} 


eT RE Hilbert-Schmidt B+, 


ee D ita?) <e. 


nn 二 Ro+ 1 


=j- 


13. ZAWA Hilbert-Schmidi F T, E3 Tp po BW 
n=] 


ip, EREA BEKA. 
TELGE H, $4, B&W 2 Hilbert 2 fg] _ py Hilbert- 


Schmidth P (a, EAP sear ARE EL ae MERZ (Adar 


a=] 


4g“ 


Ber) ete ee Se VER OSE, Rel TS BA, 
WEA, BREPAHilbert-Schiniat GI, pil 


ot m 


Du MP hay Eas = F, KAC- Be.) 


n=l mol 


ier. E 24 E.R, 当 Hilbert-Schmidt M PPR RE RR PAD 


Wilbert-Schmidt #-f-— Mit, tE tS (Tat, A is Ke ee. fal 


Re] 
如 . 设 {g 店 是 可 分 Hilbert Sh Pye He & Whe Oe RS 
Hyp, = PE n=], 2, ey Ml 
th 
= i. 
ys l3. < 
= Pe, | i 1 oO, 


ye T #Hilbert-Sehmidt Hy-, BV i. 


TO Ppr, Pa? = 开工 -+ + ee， 
n=l Jf 


n=1 


x a Pea Prd te R He. 


4. RBSTMEHRERFSEWAR 
PE XY AJERAN, 我 们 用 KK CX) 代表 定 
LRA X TERS TYPEERT Taa. RT CA(A,Y), 
PRE Po, eT fb X B RO) 上 的 一 对 一 的 里 
jt, BTCKCX,Y)MT* CK(Y*,X*) BP l= (Pl, Fe 
i: BA PALLA TRENAK, 
1 R(MD=YGURPETED, 
Il R(P)4Y, 48 R(P)=Y ete TEn, pA PEE). 
u ACP) +F, 
1, TU FEH HF. 
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2. PO 存在 而 无 界 . 

3. TO REE. 

€ TEIR TEL. MET CIL. 于 是 就 有 3 种 可 能 的 分 
a. 同样 ,T* 也 有 9 种 可 能 的 分 类 .因此 ，(T,T*) 就 有 81 种 分 
类 ， 下 图 是 英 于 (于 ,TT*) 的 81 种 分 类 法 ， 图 中 被 则 去 的 小 方志 是 
指 不 论 怎样 选择 空间 X 和 了 RRA TCP TARE 能 属于 该 
小 方块 所 示 的 类 (参看 [311]) ,未 被 划 去 的 小 方块 ， 意 味 着 可 以 适 
当选 择 空 间 XY 及 紧 算 子 了 ,使 (T,T*) 属 于 所 示 的 类 ， 

(TTO CHL Ho WX =Y=f SR eu) 

ri ` 


" 0 


i “gins 


ME E lalt< tc, (EMF TWF, 


y= Tein auk GSL, rh z={E}, y= {ny, 


WT i AT ARRET. 又 易 见 PHT, 
因为 仅 有 有 限 多 个 非 零 坐 标的 向 量 全 都 属于 RCP), TF 
向 量 的 金 体 在 了 中 稠密 ,可 见 RCP) EY pee RC) =Y. 
IBF y= (2,278,062, P, EK\ RID) RCD AY, BR 
TEN, RAX=YRESRMG N T 为 紧 算 子 ,所 以 卫 -: RE 
S0141,p.142). QE T EI, =T% T, T EUa). 
(P,T*) EOLO) 设 X= 了 =1', 对 * 一 {6.}EX, 令 


dl2. 


人 -一 一 


Rl 6 
FCEssEs tt (2 *62,2 7n,+ ++) MIT BG XY 
RTA R(P)ÆY, R(T) =Y, ARE RE oc. Ba 
T(a,0.0,--')—0, 
ALT BE. AZ TEIL, RAY 
TRE E+) (0,2718,,2 Estee), 
BARC) AX*, top. (P*) ECA A r Ec. 
(T,F*)E CIM, Ws) T Cs TEL) dees. 因为 
KETARA TEER, i TARAT, HT ENL, Vel. 
《7 ,meErIIL II) 4 X=Y =U hiedie, 
T(E ,Ea ) = ,0,1 097775 
上 上 式 活 问 中 的 而 在 第 ”个 位 置 上 ， 则 全 为 下 到 了 内 的 紧 算 子 ， 
TEI,, F* elk, 
(7 ,T*) E Oal) KEXP Re = {Eb EX 


Tots} =e Fa ’ 
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OM. Ay x Be Ay SIE THT, BM, RCP, 
EGP, H T RANER KI. Cla HY=R(TICE, 
JRE A P Wl 2 Beh XY EADARRA. & 
证 了 也 是 紧 的 . 事实 上 , 设 {w,} 是 Xb NEA eV, AE 
HROTE ea H TAH o t Te PA EP, AAIE 
自 反 的 Banach 空间 , 而 (o) 是 有 界 AI Hod t BATA 
1z.), 它 弱 收 化 于 某 点 a CX, FEB T, 的 连续 性 可 知 , Poer 
Par. H Tany, e Toza oy, At y—Tox. BIETA. 
Py, muzEZ, 即 7 是 紧 的 .再 轩 (To,mor) CM IDAT, T) 
E (eT), 
(Te Eig, We) X=, I} 


Poon =h t $, $t), 


则 ,是 由 XX 全 内 的 紧 算 子 ， 令 了 一 (FP6)CH, 了 TD 取 作 Teo TR: 
是 由 六 到 了 上 的 紧 算 子 ， 易 见 ,TT PEE WATE W 
T+e=(0,4.,2,+-+), 

HRU #AX*. BT 是 由 了 * 到 RCT*) EM o t E 
WP *) E ECA oe PF CME, 

CETS ELH) WBA-1,Y=, 7 eX BY EM 
eT MPR] shaleh, 了 是 有 界线 性 算 子 ， 洲 了 一 
(RICP, A 


则 大 EREATARA AT ATEI EX BLY Pal 
T. BR, RO =Y BPO 存在 而 无 界 , 故 下 GIL. 又 因为 


a 
GORTE Eoo ee} EZ ，。。 
4 Sirsaa )=(&, z? )， 


一 TY 一 人， 而 站 [779) =Y*, RRP XT) ! 存 
在 而 无 界 , 改 T* €N. 
(TO EOM TH》 X=, Y =t, Hami} EXA 


Tz=(0, 号， B+), 
Ml Ty X BI PERK. ARP CU, Fy TERTIT. M 
以 Ze* BERIT MAN R CP*) 是 可 分 的 ， 但 X* <1 不 可 分 ， 
KRG) 天 X*, 即 CEII， 允 ,容易 正明 ,2x 不 看 在 送 算 子 , 因 
ie T* CIL, 
(TTO ELI) X=Y =P, T {E} fa ae nT Æ 


AX AY AWARE. A CT OTIC AeA BIN Vie, 
Wi). t TFE T, i-th KY = ROT OL, WT 
RARER, AET A. Ath, BX 的 单位 球 中 了 的 点 列 
{on}. T ERI EEE eT Aon}, E Pray Siny E 
ET BETA RE 

2 
MA img, ky, Chet), AGREE eee mA 


£ [Ene] < len- Eye dlé] 
k=l 


k=l 


S a | 41S ilo), 


kal 


于 是 对 任何 正 整数 m, WEL Enli Ma = {km} En RE 


到 
Py y= Tr, 
MEAT T ALA AAS T* Ao, 下 kz 可 分 。 1 X* 


a did - 


=!" Baggy, HOTA FEM ICH, te TF EMI, 
EIMA A Thorp! fe iy, 
18. FER Riesz 算 子 ， 其 和 与 积 均 非 Riesz HF, 
ie X= 2 Rp os CE,,8.,+-°) CU 
Sx=(0,21,0.82,0,+++}s 
Pa=(E2.0,82,0,0+°), 
el SCT ey == (0, E0, E07) 
T(S e) = kÉ DÉ 0t)’ 
(85D) a= (Esia én t) 
显然 ,如 ,有 后) 用 S*=7?=0, Ab. 4 n= 2h, k (T= 
k(S*)=0, 36h 
A(P)=inf{/T- Cj:CEK(X)}, 
HG A EMI, S Sy PO BRE Riez 算 子 ， 然 而 ;ST 是 一 个 只 
有 无 穷 维 值 域 的 射影 算 子 ,由 此 不 难 还 明 ST 不 是 紧 算 子 , BST 
GK(X), ERE, BASTEK), RE ST 限制 在 X 的 子 
空间 (3T)T 上 EELT) 上 的 一 个 恒 等 算 子 , 由 于 STER 
a Ws PSR PRE, Mili (ST) 互 中 的 单位 冰球 是 时 
H TERREOS T)X 是 有 限 维 空间 的 雇 论 ， 

Hid? Banach 空间 中 紧 算 子 列 的 一 教 极限 也 是 颇 算 子 ， 因 市 
MAPA 玉 (X) 是 有 界线 性 算 子 空间 LOOM TFSI, 
H STY=STAK(X) Ra 

RAC ST) SRST) 

=inf{]| SP—C|]:CEKCX)}>0, 


上 从 而 lim {RCC ST) <1, 


型 ST 不 是 Riesz HT. ARE TFS 也 不 是 Riesz HY. 
其 次 ,因为 (S + TF= SAF) eS + Py =I 为 偶 
MWh EKCK) Pa So T BAe Riesz 算 子 ， 
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$ LEX Banach 空间 ,8S ,TELCXY), 车 S, 了 都 是 Riesz 
AT, ASTH=TS, W ST, S +T WE Riez 算 子 (参看 ;88] ， 
ppP,68 一 69)。 上 述 反 例 表 明了 在 这 个 命题 中 8 与 可 换 的 条 和 件 
不 可 去 掉 . 
16. GHEE Riesz 算 子 列 , 它 的 一 致 极限 不 是 Riesz 算 子 . 
oP A, BREA ES XB] Banach 空间 了 的 紧 算 子 列 的 
一 致 极限 必 为 紧 算 子 。 于 是 自然 要 问 ,由 Banach 空间 区 到 其 自 
身 的 Riesz 算 子 列 的 一 至 极限 是 否 必 为 Riesz 算 子 ? 这 个 问题 的 
SERRE, Kakutani 有 例如 下 (参看 [2611)， 
H X =i? apse t, Ep m=2 "(214+ 1), 10515 2)"， 
HA X bE MM ST iF: 
Pes C—amentis =12 KER en (Oe 0,1, 0,°°), 
KWL CEK), BYP |=supan, Xap — ERK nA 
Tres = aman" Amyn mn 
ALLE 
[F E= supi amatm" "Omani 


此 外 ,由 {am} 的 定义 可 知 


&-1 
afer. 
aaran | j € rahor 3 
T 


所 以 

(aa “ tag) >for) . 
Bom Sicha Me tlim| rl, 
出 此 可 知 ;T 了 不 是 拟 帘 零 算 子 ， 


ope EER RIE MAS T AF: 
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Tues={ ， m=2'"28+1), 
memes meo*(2i+l), 
易 见 -各 个 于 BARRAT, MMT EMAL Riesz RF mE. 
{oem m=2*(2i+1), 

0, me2*(2t+1), 
Pk IPT Jae" AT ER EA LX) RUF T . 

AiE TRÆ Riesz 算 子 ， 假 如 不 然 , 那么 , HFT MEE 

CP) = lim |T"] 80, EEIE RE AC OCP), BL A A T AE 
fi (参看 -88], pp.74—75), it re XL Pe = As 的 非 零 元 ,并 
ie © RH AS Rien Ay Fourier 展 式 为 


(P—P, Jens 


ot 
w= 人 Panems 


weed 


RY Tare: eacmemry AZ = J Acmem. BEER A At, E0, Cna m=: 


AcmiismM=1,2,°°°s AT tm=0, m=1,2,°+*, 此 与 x 40 Het 
WG. tke T ANKE Riesz Fit, 

法 West "91 1966 年 指出, 车 Riesz EPAKT y fy — Bak 
mri T (n=1,2.-+-) dap ih, MT ee Riesz HP, 
17. 非 紧 的 民 iesz 算 子 ， 

VE X= fe EX CMRI RRA, ELX EHTA BE 
dni, Aes=n len, Ber—-1= 6m, Beay=O0, n=l, 2, +--+, TB 
Be, AG K(X), B'=0, ST =A4B, I PESAT, 因 而 人 是. 
了 Riesz 算 子 ， 然 而 下 不 是 紧 算 子 , 这 是 因为 

有 es 1 一 【28 一 1371es 1+ Cons 
BAT 62,1 SABE A Ea, 

这 个 例子 是 由 Gillespic 和 West) HR AY, 

18. FER Riess RF. HARRIS, 
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“PT Bes Al Ee EB 4 a ES, 
Te X=, Rh r= (E, E20 EX, S 
Pa=(0,§4,0,85,0,°°+), 
RY 7 Æ Riesz 竹子 。 因为 
RCPI={C0,85,0-85,0,07 e= EE X}, 
可 见 RCL ANAT Sy, 
注 ARR PHARKAET SD, RAPA HER 
是 紧 算 子 ， 
18. FERT Riesz 算 子 ,不 能 把 它 分 解 成 两 个 可 换算 学 之 
和 ， 基 中 一 个 是 紧 算 子 而 另 一 个 是 拟 千 零 算 子 . 


Tm 17 中 的 非 紧 的 Riesz 算 子 ,车 lea <+ co, 则 
n=} 
PÍ en )= r{ > Conlin 十 SO ay 1b ent ) 
‘Rel ; n=l n>] ; 
= 5 (2NI CanErn + YO (2n 1)! Cenin 
hol n=l 


7 
十 Cintre 
n=l 


BETA, PAIE See EE Be Re AE EE E rR A A 
的 : 
Apart rl 
(Pt et ee, Qa) 
E, =span{eey},7=1,2,°°-, 
这 里 ,spanfw] 表 由 元 ERA ei, Alt, Sr eek, 
tt, Teor te, 
iin T= A, +B At 4 是 紧 算 子 而 BES RT. H. 
A Bis BA 0) TB,=B,T, AK. SMR Are £,, M 
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TB 2y=B,CTr) = Bir rw)=7r i Bye, 
Am Beck, FREER MASTS, ATL, 21ST 
Sigh. oC BE AAPA. Beep, BE, ei ae 
Tar, Alita 


o( 6, F,)Ce( By) =t0}, 
于 是 BE, BSR. BCA a, Bye, =r =1, 2, +++), BEA 
B.=0,KAm THA eR EAF. 

注 Westra, fF H de Hilbert 4s fal, PO LCA) 是 
Riesz WF, WTR HEA ERT AREER BSA, 
T-A+B, ERRAZA, RR ADB RR. X. GB 
GE Westie Hp hy Hilbert 4 Aik Banach 空间 ? BMA 
类 的 一 个 间 题 . 

20. JER ÆN Riesz 算 子 . 
BEX =: Wp ees (2.8255 EX, & 
Pa=(6.,0,61,0,--"")s 
MTC LX), A 73 一 0, 从 而 卫 是 Riesz H+, 
RET RRA. BMA, Ml 


H={ (£250,61,0,00): MAES | 


是 RABAT SG RR, PA A I AR Se EG ee BY 0 
的 闭 子 空间 之 交 ， 因 而 它 是 一 个 强 六 的 hR., T Æ H Banach- 
Mazur #@ER( 24116), RR, RAZ AAR. MT 
Fe FP FSS RS. 但 是 ,Banach i) 1 4 as Se a ES RS Bk 
PEA SO, OH AE LARA Aa JB. 

JAP AP 8 a ERÉ. 
21。 存 在 茶 个 非 弱 紧 算 子 ， 其 平方 是 紧 算 子 , 

例 20 中 的 空间 与 算 竹 共有 记 需 的 性 质 . 
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22 .存在 某 个 非 弱 紧 算 子 5 适合 0<S< 了 ,其 中 了 为 弱 紧 算 子 - 
设 休 是 区 站 [0,1] 上 的 Rademacher MBA, BA 
r,(?)=spnsin 2*x¢, 


S22 rh Banach 空间 工 0,1] 到 CHAE ST, 
1 1 
sz=(f eradt,. my f erdt . )， 


Ta=( f adt, f eat) 


HA 7 IRA EA) 下 的 1 维 子 空间 ; EEK. 从 而 也 是 弱 
EP H os, 

ZES 不 是 弱 紧 的 ， 为 此 ,我 们 考 ERA I P R A Si a= 
C0, ,0,1 二); 基 中 前 %w 个 坐标 均 为 0, m= 1,2,0°°, AER, 
“EAT BU aE 0 的 子 列 ， 我 们 再 考 谨 Se AL LO. 1 中 和 的 感 列 
aids 


y= ZEX ayn els 
其 让 X10 是 区 间 -0,2-"] 的 特征 函数 ， T bah e 
2,…'… 且 经 过 简单 的 计算 可 得 


f 1 1 
Sefi shs L), 


JETT k PAR. BOL, Sa EMTA BS AR AT BE 
是 ee 一 (il --…)， 然而 ;等 式 


a 
Jr, e 3 


BAT (Sa, RREA RAWA. WEE, S PERAN. 
23. 存在 某 个 严格 奇异 算 子 ， 其 共 斩 算 子 不 是 严格 奇 工 算 了 ， 
YEX= L,Y HV MAEA Y LERET T. 这 种 算 
子 的 存在 性 是 据 Banach-Mazur""*) 定理 ， 人 尾 给 可 分 Banach Æ 
ily ， 存 在 2 到 了 上 的 连续 线性 算 子 ， 
KET AP RERAS. BTR, UXBA-TABAA 
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FARN, EBRERMRTY PAPAS Y, h FY Ái iM 
自 反 ,从 而 过 电 是 自 反 的 ， 然 而 ,我 们 知道 瑟 并 不 含有 无 穷 维 的 自 
RFS). Alt, TRFRARAS, 
eR SR BHT AMAR, BA RCOD=Y ie T* Bae 
首 算 子 ( 寡 看 [120],p .63)， 因 此 ,7T* 不 是 严格 奇异 算 子 ， 

这 个 例子 属于 Goldberg 30 Thorp i, 
24. 存在 某 个 非 严 格 奇 异 算 子 EKRAFRPROGRST. 

KX =LY=, BB 为 下 到 了 上 的 连续 线性 算 子 , MT HEF 
JE RARA T(SAM] 23), WA T* = BA TAIA p Ban 
ach 空间 Y** 二 的 连续 绥 性 算 子 , 且 XAA E B FERS) 
故 7*# 是 严格 奇异 算 子 (参看 L120,p.89). 
23， 奋 禁 某 个 积分 算 了 予 ， 它 是 非 紧 的 严格 奇异 算 子 ， 

对 =1,2,---,7£00,1]x(0,i he MRK A, 


1 7 24 2 4+1) 
o, (s, pelh, wei x( a + C IEn], 


2s. E(t, ga p (H, ER], 
t, 3 =0 W £ =0, 

其 中 j=0,1;-*- ,2 1—1, we, 天 在 [0,1jxL0， 1] ŁA HT 

M. X ih Banach 空间 LLO iJ L Lo, iP +o) RR 

SEL PTH 


Erls,i1}= 


(Pe) = f Est) ss)as, 
Tba ET + ( BB [120], p.90) ,从 而 它 是 严格 奇异 算 学 ( 谷 看 
[1207,p.89). 
BiLTRERAL, 2b RAL. Lees. 
F: 
aof? se (二 Bl 
0, KE, 
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出 zs 入 =1， 经 过 简单 的 计算 ,可 得 
ETTE ff Po,—Praf,=10rF)>» 
HM Pa FE L 1a PENG TA EN PE RAS. 
28. FHEESPRSSAS, AeA. 
BED RAAT MME UCP) P< + OO ARE HE LE E 
的 至 多 有 可 数 多 个 非 堆 坐标 的 函数 z 8 金 体 ， 使 得 


E74 


M P(A Banach 空间 ，Gobkberg #1 Thorp RAY. A ECD) 
BYP )(2<p<+ co) ih AP RER FUME PE a BT, TE A 
细节 可 参看 作者 原文 ， 由 此 可 见 ， 严 格 奇 异 算 子 的 什 域 不 必 可 
分 
27. ERP Raa. 

“BT ty BE rp Pelezyriskil PE HH A, 

F e= JEL 

Te (Ts Zéi ve ), 

出 多 为 由 了 浊 ce 内 的 有 界线 性 算 子 ， 算 子 亚 泵 是 能 紧 的 ， 这 和 天河 
ACT epe Cauchy 点 列 , 它 在 co 由 没有 弱 极 限 。 但 下 是 严格 河 
异 算 子 , 底 是 关 为 co 中 没有 一 个 无 穷 维 子 空间 , 它 线 性 REF ; 
HEATA H. 
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STEE “正规 算 子 和 亚 正规 算 子 


这 一 章 的 例子 证 双 消 及 革 些 空间 上 的 正规 E 子 和 亚 正规 算 
+ HbA ee Yap: 
UE Hilbert Sih pa AAE ARAR EA AT 
与 7 可 换 , 即 TPH TP, Mr HEMT RIELRRS: WT 
h T*T ART TAT HT PT Age HMR: MRT A 
TEMPS, MET AUER ES eee oe cH, 都 有 1 Eo | 
Sirel META LEMS fs we rer STT* Th. R 
TPT T* PERT *T , WRT ARESE, 
2 BEM. KROL, 
TETS KRETSER RK ToN Le TM fork ee 
Fo MmEMnF. 
后 面 的 例子 将 表明 其 道 均 不 H, [EE AR 维 Hilbert 空间 
上 ， 每 个 次 正规 算 子 都 是 正规 的 . 
关于 正规 算 子 和 亚 正规 算 子 的 更 多 的 材料 ， 村 参看 [1261. 
.正规 而 不 自 伴 的 自 子 . 
容易 证 明 , 自 伴 算 子 必 为 正规 算 子 ， 然而 正规 算 子 艺 必 是 自 人 
AF., Plin W H Hilbert AHAH HRH AT, W= HI 
是 正规 算 子 ,这 是 央 为 了 "一 一 2 从 而 
TT*=T*T=4], 
E T* T ke TARE BESS. 
2. 无 界 的 对 称 算 子 ， 
容易 证 明 ,Hilber 空间 吾 到 万 内 的 对 称 算 子 必然 是 有 界 的 ， 
oka HAA BIS NE Amh BU A SBR PS E 
有 界 的. 例如 ,在 绕 性 空间 加 = 吾 " 上 定义 内 积 为 
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《wy> 一 了 E 万,， 


其 中 s= CU, y= EU, REULELEFT oP, 
Te=(E,,2bg,07 + nim te) 
Bi, THRERT, BA 


CTe,yo= So NE Na KET y= 5 mE ns 


MTs yy =le Ty WP RHR S FAR 
en 一 (0 0 1 0 )y 
Blen =L Tel =n ik Tr ETRAF. 
3. 对 KMTE#HAT. 
容易 证 明 , 对 于 有 界线 性 算 子 生 而 言 , 殖 为 自 伴 算 子 的 充 村 条 
件 是 为 对 称 算 子 ， 对 于 无 界线 性 算 子 面 言 ， 对 称 算 子 莽 至 对 称 
闲 算 子 也 不 必 是 自 伴 算 子 .例如 ,在 Hilbert 空间 LL0,11 中 考虑 
对 于 所 在 在 0 与 1 处 为 零 而 且 导 数 x “(四 (几乎 处 处 存在 ) 也 属于 
Lo ,1 的 绝对 连续 函数 (ERAS 
Talt)=ia'(b), 
算 子 全 显然 是 线性 的 , 它 也 是 对 称 的 ,因为 
《了 ,¥>—<a,Ty> 
=if OYO +y ldt 
=ifa(ty(@y]|i=0, 
Heeb, PAGS BSL, nie. (CERF DCT) 的 项 数列 ， 
HA EE ee F 
matt) rlt), tei) ikts), 
Si) FES A Se EMP 
iz if wi(E) dE>if h(E) dE 


(=9, 当 #0 或 1)， 
由 此 推 得 几乎 处 处 有 z( 力 二 及 (8)4dg。 因为 空间 Lo] 中 范 


数 收 化 的 极限 确定 到 只 差 一 个 测度 为 零 的 集合 ， 所 以 我 们 可 以 选 
取 x( 四 使 这 个 等 式 处 处 成 立 ， 于 是 a (BRE DL) FE 
TeCi)sik(t), 

BARIT Aie, BAE L01] PRE EX RR 
Sia’. y)= <a y AF DUT) HARTER © 各 成 立 的 所 有 元 素 对 
yy* .用 ys 表示 y* 的 一 个 不 定 积分 ， 则 由 分 部 积分 得 到 

if ONTO DA 0 
为 了 使 这 个 等 式 成 立 , 显 然 ,其 充分 条 件 是 函数 
h(ty= y(t) tiy") 
FPA AEM, BAN AEA AA BE 2 TB A RAE 
BeOS 
a(i SRU) +C, 


HC = frat, 事实 上 ,这 时 我 们 有 


faoedd f rae)—o] Rdt 
—6 fade 


=f DRA)at=0, 


国 此 几乎 处 处 有 ASC, 
如 时 需要 的 话 ,在 一 个 测度 为 零 的 集 上 修改 yA, BRA 
处 有 了 (Ti (和 一 局 ,因而 几乎 处 处 有 
y(t) tiy* a) =0, 
所 以 7* 的 定义 域 是 出 所 有 这 样 的 绝对 连续 函数 yO 组 成 ， 它 
的 导数 属于 LLO IME ima 0 与 1 你 不 再 受 任何 条 件 的 限制 ,并 
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且 我 们 有 
Ty(t)=iy i), 
所 以 导 称 闭 算 子 针 不 等 于 其 共 d 算 子 7*, 即 工 不 是 自 伴 算 子 ， 

注 可 这 证 明 ,; 处 处 定义 的 对 称 算 子 必 为 有 界 的 自从 算 子 ( 舌 
看 [91- ,p-1190)。 FARR A MATIN ARBRE PE 
闻 时 ， 访 对称 算 子 不 必 为 自 伴 算 子 ， 

4, FERD APRS ARBRE T0, EPA T=, 
容易 证 明 , 正 算 子 必 为 自 健 算 子 。 然而 ,自任 筑 子 不 必 为 正 算 
F. flan, te 
r= 外 CFR) OOH Yz) 
则 
Paes Cr, + tot. Py HCO yi ves Mads 
CP wo Cr, + 82,01), 0%15 92)? 
= piyi HB Ysi BH, 
CET y= C0182) CVE Ye DD 
. PSR BiN2 t Erys 
ETa y=’ Py> EIT ABE, fe 
CP ray = CC, eT (TE a) 
ex git Bane, 
当 取 aja, =I, (Fe, «> ~3>0,i Mai~1, ws 二 一 1 时， 
(Pe, ey =—-1<0, wk PRR Too, wai T=, 
5. BRA HARA. 
对 x 一 (51841 中, 令 


f 
Te=(é, Š * Bey), 


a? Ts P 
GUT Ae LHP EDERTU 中 的 有 界线 性 算 子 ， 又 性 取 y 一 
Amn} EE, WAT 
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Tayy =w, Ty), 
玖 荆 为 对 称 算 子 ， 信 而 也 是 自从 算 子 . 但 人 的 值 域 ACPO ET 
集 ( 套 看 第 三 章 例 32, 
6。 帮 在 两 个 自 伴 算 学 ,其 积 不 是 自 伴 算 子 . 


(5 12\ p -(" "| 
Ss ; 
12 13)" 49 
则 对 r= irot yS yo’ o E R 
CSa.v>= (iagt 12g: 12e t 13ra), ioy 
=13e,¥, + 124,40 F122Y1 + 13f:Y2: 
fa Sy) =C (2.02), C189 tH 12yz 12y FAs y¥2)> 
=18 9,41, +122 42 t+12eey1 1 13%2Y2: 
KSEAR 到 RAW ERAS. MME, 7 thee RS) R 
AM ATR. BD. 4B RIE 
AST), yke SPy>, 
i ST 不 是 自任 算 子 . 

注 容易 证 明 , 若 8 ,了 都 是 里 Hilbert Sh HFT pe H tE 
By MST 为 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 S,T aie. AU. EAP 
HHT ST 是 不 可 换 的 ， 
了， 不 可 比较 的 自 伴 算 子 . 

1 ST AP e pR ART M 

LES — Te, (ilw t 12w m 36t) ,(e1,92)> 

=— 3x1- 8r e, + i2ri), 

ER e—(0,1), WCS—T)*, o= 360; 若 取 =(4,1); 则 
AS Tje Dsn, A HERTS 与 了 不 可 比较 . 
B. 存在 两 个 正 算 子 8$, 了 ,使 SST, {8 S KOR RY, 

设 
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i 1 fq gt 
S=3 ,T =A ， 
(i 1 | ly 3 


A Sf g= irnar) ER’, A Se=3Ca,ta,a;+a.3, Pr 

AC, 302), HK 
(Se,e>=3( 2, + a,)7 S20, 
<P, =A aT +322) 20, 

HS, VRAIS, MAA 

《CT— Sa, a> =< (4, — 342,98. —38,),(4,,42)) 
=(2,—-32,)°20, 

RSS, D-H BINA 
S?e=18(a,+a1,0,+ 42); 
T?e=16(4,,9%2), 


Fale, 
(8? -P 20> = 2a? +182 ,2.— 6323), 
AE Re, S SLT 并 不 成 立 ， 
注 “可 以 证 明 ,车 O<S<TASHTAR, MW TER 
[91],p.925), 
9。 AAR SEH ERT. 
在 空间 RR’ pe hp 


‘4 
ae 
a g 


EXET Tiy= Te, y5 ty aay, 其 中 了 一 (YY 一 
(Yoy ER’, FE 
z=T y= Tg 2, yS Rn Ay = aa), 
Mig =P, BT BARRE. METER a= (41,0,) CR’, y= 
{Yoy CR’ 
CTE, y) = yi t GAs, 
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Cx, T yY) = Eyit ary, 
MATa y Ela TO TREA ERE. 
注 容易 看 出 ， 自 伴 算 子 不 必 上 县 在 震 等 人 性。 LER MT 
其 有 攻 等 性 的 算 节 也 不 几 是 自作 的， 


WO. HER TEES EREE Ae = 1,2, -E 


e 


2A. Ft +eo， ois, [’-- | ool(p<f2), 


Bip ea) > Hilbert 空间 五 中 的 完 金 就 范 直 ER, TÆR 
HBAAMARREAS, BEIT I= x ITeN ey PAS 二 重 范 
数 . 关于 二 重 范 数 ， 我 们 有 下 列 

Schur' nE 设 了 是 可 分 了 ilbert 空 间 吾 于 的 具 丰 有限 二 


HER TARR. CA} IER GE E RF, 使 
JA} Aa] +++ HM 


DUAL Pallet? << + 29, 
iy MEER Schur 定理 的 名 ALAN +oo 不 能 加 强 为 
i=l 


MIA '<-oofe>0), EBERT hikak, Blan. ke leak 


i—ł 


是 可 分 Hilbert2zhi] N pi EREE, $ 
Tp, = AuPair =1,2," "+ 


其 中 aia 


2 458 > 


ir- 工 [Tpi = 3 JAal? 


了 1 
nt 
且 Aas Any + BET RIERREN, i 


DotA’ = +00 (p<2). 


n=l 


RikT REARS. AM fe ec H, W 


B= La PP n> 


nml 


ga 


T= 5 ERDU 
ica n=l 


(Ta, = La E Pn Pas LEP Pr 
tn ony E PaE 009.> 


一 > Arl 3 Pn? E0, 
n=1 


HT REARS, 
11. REBT ANE RAR F. 

If rE Eo, 1], & Fa(t)-tie(t), WTA Blo, 14 到 
IL2[0, 1] 内 的 有 界线 性 算 子 .又 tTz, y=, Ty), i TES E 
Bt. 因为 

RCP at) = A 8G), 
所 以 oo (TP) =[0.1}, ME AELO1), 由 等 式 (1 一 4)x(t#) 二 0 得 到 
SIAR e(2)=0O, Am a—0, AL, APART PA. m+ 
ACO, 1A. eT A EIA. 
12. SERTSERT,. CT SRERF. 
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TE OY LABS IX r= (fnnt EP 
Te=(0,£1,42,°°°), 
BR, TEBE ARAR ECCE 上 的 线性 西 且 等 距 的 算 子 . 
ERARE MGPUPREBRT. 

@ GTA Hilbert SEAHAM ETCH 上 的 等 距 线 
HAT, HRT) EDDA, IRAE (BAL 3p. 
209), bE TST Hae RIMEN pA, TA 
BART. 

15. FEETPEMAT, CHAAR. 

Hee Ma. AAPM, BEATA 

上 必 是 百 算 子 ， 例 如 , 设 I 是 Hilbert Sh vs LAE SAS, 则 


T=2 江 是 平 规 算 子 。 但 困 T+ 二 一 2 il, P= iT AT 


TENT ARE. 
U. FEZAERFIMEBR, CHABRS. 

可 以 证 明 ,Hilbert 空间 上 的 可 换 正 规 算 子 列 的 强 极 限 也 是 正 
规 算 子 ， 应 当 人 注意, 在 这 个 命题 中 筑 子 可 换 的 条 人 替 不 可 去 折 ,去 掉 
LUG, BREN BRR BPE EMF, Cain Bian 
T: 

设 Ta 一 1,2， hea LAF ELD 

PylEr sheet = (Eont Éen Eann 
REl Taa, T= aey) E RO=, AEA T MEA 
子 ， 从 而 也 都 是 正规 算 子 。 令 
TEE) = (0 £1,621), 


Ht 


bef 


Ler, —2) ol =(1e0l? + x | 一 和 -0 (n>), 


天 三 十 1 
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Hz T ERLEAK Aaa, SR, 7 RPA AT, HR, 
四 为 


人 
REA 了 MA T E pE EAA. 
15. FENDERT, ZATBENMST. 

设 

13 42s 16 0 

=(1, 13)? r= wo) 
MS, THALAT. m 
= (208 588) sry (0 192) 

192 637 588 687. 
BESTIE STIS STAGET A AT BAER EP. SATE, 
TS BARE EME T-. 

+ LES, ATR ERM TL ROALMAT. i 
REMA Fike he, Fo eR RL AS 
后 ,其 至 当 dim =2 时 ,就 存在 两 个 正 算 子 ST AM ST HTS 
均 不 是 正规 算 子 ， 

16. BEMDEZ S, T, {ST LEMP TS 不 是 正规 算 
>, 

Wiegmann" 424, S, Tib PRE Hilbert 空间 上 的 正规 
OF, HST 是 正规 算 子 ， MTS WA EAE, ANERER: 
MF JC HE Hilbert 空间 ， 这 个 命题 是 否 成 立 ? Kaplansky i t™ 
1953 盏 指出 ,此 时 命题 不 丹 盛 立 ， PR a Bee WEN Bf 
17. FEAF A,B,C, ie AB— BAC H BC-CB,18 C40, 

ve 


“2 qs | 1 0 ł 
4=( \, B= „0l \, 
vo 04 


则 AB—BA=C H BC=CAB, Rig CH, 

 Pinsam pet, SRR A,B,C 适合 条 件 AB- BA= 
C,BC-CB ABE EAN. HAA C=0, EARAR ALIAS 
ap. BAER REY AI, 
18. #HERPSEEMEF 了 ,而 有 1T?"| 一 171 . 

容易 证 明 , 若 了 是 正规 算 子 , 则 对 任何 正 整 数 ? ， 都 有 [| = 
上 然而 逆 命 证 并 不 成 立 ， 例 如 , 设 


i 0 0 ĝ 1 0 0 
p=|0 0 0). pe = (0 0 i}, 
\ 0 1 J 0 0 0 
LTT AT? KT REEERE. AWET KE, 
设 ite See ape yield, a 
“Pagan CP ge, Peay = (PET a, Tey 
PPP el [Poel <a(T a ||| Pra] 
S D aaa E V al’, 
BAPE Py | To PRS, 当 kn Srg 
MPT PST OT, Ame SP", Be, 
Pres Tt Be 
jeer = Erp, 

注 WE AP REEMA Mee. A 
(Tl =(7\". Ak, fe fl --P EM TE EMMA TAA fF 18 
所 需 的 性 质 ， 

Crabb!7 构 井 了 一 个 四 维 斌 小 线性 空间 上 的 正规 算 子 7， 

Th rT) = miT], 

Emeric Ea, HTA AT R R MERANER EA 
子 , 且 下 最 多 只 有 SASEA MT ar (>. 
i9， 妊 给 有 界 复 数列 fi 3， 可 构造 一 个 且 只 有 一 个 以 wm 为 特 征 

香 的 正规 算 子 了 ,县 171 一 sapjlis|. 
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设 (eg 是 可 分 Hilbert 空间 妃 中 的 完全 就 范 直 交 系 ，. 于 是 对 
x CHH e= ap HE 
k=1 


Dll Ap da, = Mel, 
Hh M=sup| ml ele MW ERE 


Tae = 2 A 


A=} 
TRAE, HITes lc, RTaRAITISM, © 
TO= HPs Bh tt 是 四 的 特征 情 ， ae 1, 故 

ITI Fpl lupi = | els 中 一 1，2，。 
Mini | Tl 2M, AE, | raw 


iv = Dips Pgs 2 PPr, H 


y= TEE, pa) =E, Te = KE s Pa? 
= 68 Pr) = HA, 
从 而 D*A Tp, =|n,(e,.=TT*o,, BIER Ter TT, MT Æ 
正规 算 子 . 
算 子 呈 是 唯一 的 ， 因 为 根 如 号 是 男 一 算 子 ， 使 Sp = p, 
R=1,2,-++, WM) Sq,=Te,5K=1525°+°, BiG S =, 
20. FEEDER RFT YH EMM F SAT). oC 
lime (T,). 
可 以 证 明 , 若 ToT 都 是 复 Hilbert 空间 上 的 有 界 正规 算 子 ， 
HIP, — PY 0(n->00) , Jl 
oP) =limo(1',) 
{rct FE Cp Ren} Ezr Co Ta) anay, 
其 中 心 是 复数 全 体 ， 也 就 是 说 ， 定义 在 正规 算 子 集 上 的 焦 A $r 
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Goa PRS SEA Re EE 的 (参看 L318]，pp.217 一 
218)， 于 十 便 产 生 问题 , CRRA SBME T h A 
(TAKE TT? 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ， 例 如 ,对 二 (&1， 
En JERS 

Tr(a E00 ), 
UKT ARRKATESAFEI. BolT.) =10,1}, oU)=41}, M 
o(1)limo(?,). 
21. 存在 某 个 正规 筑 子 7 与 直 交 射影 算 子 P， 使 PTP 不 是 正直 

算 子 . 

TELE. THE Hilbert 空间 上 的 有 界 自 仇 算 子 , 是 站 交 
HEAT PTP 也 是 自 伴 算 子 (参看 [318]，p，128)， 对 于 下 
规 筑 子 而 言 ， 特 应 的 命题 并 不 成 立 ， 讽 如 ， 设 五 是 复 三 维 欧 氏 空 
a, xig 


于 了 是 酉 筑 子 , 从 而 也 是 正规 算 子 ， 王 是 号 到 spantene) EEE 
KAP. ARRETE CPT P)ACPTP)(PTP)*, te 
-PTP 不 是 正规 算 子 ， | 

22. AERA Hilbert 空间 上 的 正规 算 子 T RFS M, eM 

ET 的 不 变 子 空间 , MART HTE N, 

可 版 证 明 , 车 中 是 Hilbert 空 闻 EWART. METHA 
25-3 BIT M)CM, WMA Bes Ve 也 是 下 的 不 变 子 空 
Rl (253437333 ],pp. 217—218). WATER PERR THES 
于 丁 算 子 而 言 , 这 个 命题 并 不 成 立 。 例 如 , 设 开 是 可 数 维 Hilbert 
间 , ta p-o P- Po PoP tt OF: HE RI Ac, H A 
FTE MLA 
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~- 一 


4 


rí T ap ) = È apos 
MIE Popop" .确定 的 五 的 用 EET cil, RA, WAT 
POR BES. Am MRE TAR SS EE AAA p E 
MTS Pei=es MU, 

$ Von Neumann 证 明了 在 无 穷 维 Hilbert 空间 土 每 个 紧 
咎 和子 有 非 平凡 的 不 变 子 空 间 。 之 居 ，ATonszain 和 Smitht 对 一 
般 的 复 Banach AALER ATIE TIELA REAT E 间 的 
存在 性 . 

1974 Æ , [lomonocon( 参看 [252]) 证 明了 下 述 命题 . EX EE 
Banach ZATE), Teall a eee), sa EE MS 
RR SHEP WR.BA TAS LID eT. 

FAR F ial, FURR AR Be 

问题 1 在 无 穷 维 复 Banach 空 章 中 ,是否 每 个 有 界线 性 算 子 
都 一 定 存在 非 平 几 的 不 变 闭 子 空间 . 

问题 2 ERAH Banach 空间 中 是 否 每 个 有 界 级 岂 站 于 
都 有 非 平 几 的 起 不 变 闭 子 空间 ， 

由 于 超 不 变 闭 子 空 间 必 是 不 变 的 ， 所 以 如 果 问 题 2 的 回答 是 
肯定 的 ， IPAS M1 的 回答 也 是 肯定 的 ， 如 时 问题 1 HAs 
SEM. MAHE? 的 问答 更 是 否定 的 . 

。 拟 正规 而 非 正 规 的 算 子 . 

Ao THEMES WP PK Tt Bs TTAT KH TATT, H 
fig TAT wth, Mit TERA, (oe, WER Phe 
TEAR, Bin 3 s= (inin EELS 

Te=(D, f fnt) 
WTA ~ 等 距 算 子 ,但 它 不 是 西 算 子 (参看 例 12), WPT EE , 改 
字 * 有 二 从而 站 与 了 有 可 换 , 即 了 是 拟 正 规 算 子 ， 另 一 方面 ， 
P*a = (batt PP* e= 0 és 83 h m Trw, A 


däre 


fic TPR ATAP WT ARE EMR. 
ñ. RERMIFMERHAF, 

可 以 证 明 , 拟 正规 算 子 必 为 次 正规 算 子 (参看 [1261,p，80). 
又 ,有 限 维 Hilbert 空间 上 的 次 正规 算 子 必 是 正规 的 ,从 所 也 是 拟 
正直 的 ， AAR, FORTHE Hilbert 空间 上 的 次 正规 算 子 不 必 是 氢 正 
Hh tile, Be TE? LRA BILE. Mies (péné) 
CAS 


T (fpg) = (0, So, Er: +++) 


VUNE -e SL RT 这 co0 的 数列 (oe, EÉ- Eo) Éis 


taco 


++) 所 成 的 Hilpert Ais], VA K LRAT, 
Wee 62,861, Cals S15 ) 
= 825,825,461) bn ntt). 
eos CARRERA 
Wes sE rgis (bn) Er Sent) 
=r 81,85, (81) ón Ssert), 
Pres WWaa(- ++, € 2,8 1 C560), bts Ess) aa, 
AP WW*=7, Aib, FEDERAT., AWA TIE RR. M 
i TEREMT. m. T PEER BREST 
HERA BIT Sart 7 wh, 
TPT TTT, 
则 PT*=TtT An T EEM BT WARE Ea, 
注 Lubin?) gk TPE RRS ER + 
Sy RS WHARKIEM RT BREE EMS ST. 
25。 亚 正规 而 非 次 正 沉 的 算 子 . 
WEA oP REAR OER. APR ee Hilbert 
空间 bE EE 4 TE BD. AA eM a 2K TE IB 2 126 | 
Pp. 83)， 但 是 ,无 穷 维 Hilbert 空间 上 的 亚 止 现 算 子 不 攻 是 次 下 再 


= 


的 ， 下 面 的 例子 属于 stampt it, 
i AX Hilbert ZRH LIM RS, He Hilbert Sax 
LAR BEA 的 正规 扩张 ,而 To TT, 则 


利用 下 的 正规 性 ， 我 们 可 以 把 它 改写 成 下 列 形式 : 
LEE 2 DBE 


= SR ay, (BV a 
S-O pD 


= DIS BB) ww, w 


peg esi 


=} ROBY) Bix > A B ILE) 
goa gna 


== 57 SBs, Bin, 


amd =t 
fi a 
Z 之 ， 了 fx, ` A Ede 
ged iad 


我 们 把 每 个 x, PRUE PAE ESE LMR SAY AE 
办 x;, 识 得 到 
Z 5i LAr, ? Ag dt, £220, 

BHEN, APPR ECC Ate, sg) 是 正定 的 ， 这 是 Hilbert 空间 
上 有 界线 性 算 子 为 次 正规 筑 子 的 一 .个 必要 条 件 。 负 在 我 们 疹 平 构 
造 一 个 亚 正规 算 子 , 它 不 请 足 这 个 必要 条 件 ,从 而 它 不 是 次 王 规 算 
子 . 

Ve WS RE RE to Gip hay ) to AAR a BEE ;Pas Pl 
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Po U DARE SER AK, FE, S*S 和 S5* 都 是 对 角 
算 子 ， 共 中 SHS WOR AAR (lool? cas ,而 号 Se 的 
对 由 线 是 C0, aod, lanl’, feel? +). BETTA, SEEM 
CAPSS SES) AM eA (le.| HE, BRS br UTA 
CaL BLL i, meat, Khod a Acie, 


SEETHE TSN. RR iG J A012 YEBE E pa 
Siyi)) 是 
1 a aff 
(= B 外 
aß B 1 


EAr AT FUR E tA pL, 所 以 它 丰 是 正定 的 ， 
ME SPEKKET., 

。 竺 在 两 个 相似 的 次 正规 算 子 ,它们 并 不 本 等 价 。 

HEATH ,两 个 相 但 的 正规 算 子 必定 是 西 等 价 药 (参看 [126]， 
P- ?8}， 然 而 ,两 个 相似 的 次 正规 算 子 ,它们 不 必 古 西 等 价 的 ， 下 
面 和 的 例子 是 由 Sarason fE HAY. 

节 虚 复 平面 上 由 单位 间 周 C={2:1:i 王 1} 及 其 网 忆 组 成 的 侧 
放空 间 。& 是 己 上 的 规范 化 的 人 OME ee (C= TRE 
2(C)=2 x) MERGER EA 1. Æ LG) 上 如 下 定义 算 
PE: 


(Bf)(z)=e2flz). 
AZBE (8p) 中 的 多 项 趟 全 休 舶 闭 包 tw) 上 的 最 制 ， 最 然 ， 
B= 5* 8, UN BELAIT. X BAB AEMP, Me ARE 


规 算 子 . 又 国 数 Ael ae ealain 1,2,++- ERR AE 
COW ESBS EE a cm. HY AME A 


AES En’ RASEL, 2，- 


过 en 一 = 


ve 
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换 人 名 话说 , ARMOR m1, BITE 


UERR BL BS ie FP OA TE IE ABR REL, 
的 .事实 上 , 设 5 是 具有 对 角 线 (1,Y 3 ,V3 ,……-) 的 对 角 算 子 , 即 
Seo= eo Se VY Zenn 一 1,2，。， 
op CUS HAGUE BEL, AT AURA 

I ROEP U E E, m A . 

K 让 在 某 个 正 正规 算 子 ,其 平方 不 是 下 正如 英子 
FREN ERA PENCE eR, OE 
， 次 正规 ERE DS LIE RESET RF ECE a 
k— BR GA, UE Hilbert eh], RW AAT 


m 次 


的 直接 和 (指标 集 是 整数 侈 体 ). 详 汉 之 ,五 就 是 使 得 DL IAES 


-p y oppa f: ead 
fs dd fe ) 
的 生体 的 集 ， 了 与 8 的 内 各 定义 为 
cfg 2 En Huds 
yi {Sin =0, £1, 52,0 EV LWA, a 


SOUS GAR BAARS DHSS. BERS AEM AAT 
S. MEWS Hh ERB, WW E 
HP. S, ERF Fn STL. cS abe LOFE a= 
fe WALEED AY. ARR EASES), 

&A=WS, WAS. Sanaan WP ATH SW, 可 见 
CA* FP), = Sf an, Fie Bl 

(A*A Sify, CAA*F), = S82. fe. 

AAT ABER L EAN Se a a. i. TR. 


eddi- 


IAC APH Spa Sna COATS = 8 Sa fone IAE 
((A*) Af), =S, 82 Sf 
(AAFS f= Snr ST Sif 

He, A° FE 17 EB ER- n , 均 有 
Iaia Sd. 

SE TET Sk RAR V Rie Sa Ef 4 是 亚 正 规 的 重生 则 

ARLE, Sh BEV Sh—--  Tilbert Se], FH, V 于 的 线性 算 

TTS ENS Re, BF 


a 
D- c=) j>a, 


ooma 5 3 1 0 
pe ~( 3 一 0 97 
eet RH ARE AA, Mg nco, S, ECEN 
根 { 它 等 于 C) MA n >on, &. 2 DIL AR, MA He 
Siz Sin BE, Age ERY Be one = 1, M Sn- Ekaa 
Ci BnS Sa = D*, A, 47 EEE 
23. FEAPRENRST, RARERMEMRF. 
容易 证 明 , 若 了 是 双 正 规 算 子 , 则 
(i) 对 任意 复数 e oT 是 汉 正 规 算 子 。 
Gi} T AOR IE HF, 
GD E Tp WYP EER EA F 
Rh] Pa RR EB FS EE BE, 例如 ， 令 


:0 Oy, /1 0 
Pie a pte io: 


= 42 = 


Wi Po THARE A-A, y 


T-P =( 7 \, 
Oo 1 
故 
I Ü ` 1 ` 3 
p* ( hrer 人 
1 1 2 / uo 


a, 3 4 | l z 
(TP) CIT) =( )， (PHP) TE) ={ ; 
2 3 A 3 


EE, (29) (TAT) ATT PPE BT FEM 
25, BERTRERET, EPAREREMRF, 


a- 
kn 


0, 
“1 --1 of 
Fp Me Be TE» TEREM EN % 不 是 双 正 规 算 子 . 
法 Campbell gi T—-RIEM BE WE Mi OTT t. 
PFN EF 
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Asplund 2 jal 
ca Asplund 23 fi] 
Sanech{txX 
Banech#3 fal 
Banachag PR 
Banach-Saks 性质 
iH Banach: Saks Pt it 
Bessel E 
Bochner ®y fA 
Bochner #14} 
Cauchy Fi} 
Day 范 数 
Frechet 可 租 
Fréchet R] 
Gateaux af ff 
Hamel 
Hamel% 
Hausdorff [Rj 
Hausdorff HE 
Hilbert ja 
Hilberti BE 
Hilbert 基 
Hilbert-Schmidt#i+ 
-Jamest fi] 
. Krein- Milman 性 质 
‘Lipschitz [alt 
-Pettis aj E 
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4 il Gl 


Pettis 和 1 分 
Radcn-Nikodym 性 质 
Riemann hy $n 
Riemaan 积 分 
Riess} 
Schauder4> fiz 
Schanderde 
w Schanderst 
ay *Schauder§e 
Schur [Aj 

一 ,二 ,三 划 
一 致 古 
— How] AR 
~ BER 
Clik Be al 
二 重 范 数 
上 六 连续 
TE 
子 空间 
万 有 空间 


2 
支撑 
支撑 点 
支撑 映射 
支撑 集 
中 点 局 部 一 致 昨 
PAAR 


+ FFI 
JFR 

FE 
maž 
不 动 点 

AR ads AER 
不 连通 
不 空子 空间 
内 点 

iN eh 

AE 
ARSi 
AS inj 
MERRE 
BH 38 
ALES TENS EA 
aye 

分 解 

无 处 稠密 
FE Ree it Be 
无 条 件 基 
RAS 
FES Be Me FE LB] 
RR 


EX 
W RRA 
十 则 和 值 
TE WW BE 
aE BLE 
正规 基 
ERAT 


eB th 

可 分 

TY fu Bt -F 

TY $f} > 23 

ay Ree 

TARE 

Fy Hh 

my 

mE 

边界 点 

HRT 

对 称 基 

对 角 线 

对 角 算 子 

MAR FE T 

Ab th Bae 
A 

有 限 余 维 子 空间 

ARRAT 

AL ax 

ARBAB 

有 界 变 差 

有 界 集 

有 界线 性 算 子 

有 界 数列 空间 

$s Fa 

列 紧 集 

FEA SS 

KERF 

kka 

ic ah 2 Be 


a fd5 wn 


收编 基 

自 反 空间 
HERF 
ERRET 
自 列 紧 焦 
白 然 射影 
自然 基 
Aw 

fel RE 

Yea] BE kt 
闭 包 

AR 

BR 

闭 映射 
PERF 
FERF 
RY ME 
次 对 称 其 
次 自 反 空间 
KEHF 
扩张 性 质 
i —- Ber 
光 洪 空间 
亚 正规 算 子 


伴随 算 子 
完全 直 交 系 
”完备 直 交 系 
完备 空间 
完 省 化 空间 
TRUK, 
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tH 


dh oR Be 
Feta] 
序列 连续 
HE TSR 
专 正规 算 子 
ite 
By 
Fans ys a] 
itt 
SSR 
HES 
均衡 包 

Hy i 
Hay 
ASH 

AS ERTS ER A] 
RRAN 
HFA 


' 条 件 基 


MLL 

PRs 

Pig eR 
邻 城 

SR AR AEE 

n 

457) 

dashes ial 


. Sethe ty 


abet 
折 扑 线条 空间 
线性 包 


CHE TH EL 
RAR 
«ALLE 
线性 算 子 
线性 算 子 空间 
线性 维 数 
em 
Eika 
“单位 向 其 基 
单调 基 
张 成 的 子 空间 
E 
直 交 补 
直 交 射影 
- EZES 
- EB 
. 非 扩张 映射 
.非常 光滑 
TEREE 
HAH 
MTA 
ETER] 
图 象 

AM 
麻利 空间 
度量 线性 空间 
HAR 
ERB 
MAT 
相对 谱 
HET 


绝对 收藏 


Hah Mice 


二 期， 
HERT 
离散 拓扑 
离散 诬 最 空间 
通常 距离 
t a A 
BERKAN 
8 Ay a7 
5a FY =a 
Co ee 
es 
Sg He Ae At 
eo Ay 
器 序列 完备 
5c 


可 连续 


BERTE 

弱 局 部 一 致 丁 

gem 

amt 

BEERS 

35 SRY ee 

BEAT 

ae 

BT 

ge rT ii 

Hee 

a ERAT 

弱 * 序 列 完备 
0447 & 


mE 
URR 
so" seth 
ag * 5 
EE 
紧 算 子 
特征 元 
特征 向 量 
tpt ttt 
楼 
十 一 划 
球面 
基 
SEAR BO 
HAS HY BR 
AHN 
基 常 数 
第 一 可 数 公 理 
第 一 纲 集 
第 二 网 集 
Bes 
mA Nal 
渐 缩 集 列 
十 三 划 
强 可 导 
强 可 测 
IS Me ak 
强 有 和 界 变 莽 
强 连 续 
aR th 


超 不 变 子 空间 
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“OSE AT 
ERIR 
Bh EL eM 
Bae FR S 
Me PSS PLS lal 
等 价 范 数 
等 价 的 起 
fe 
SERUM Ay 
SERRI 
iik 
ete 
He {E38 it 
BERT 
循环 向 量 


士 三 划 


FN 
2 MEER METS TH] 
Rise HT: 


| gE 


rs HR 

二 四 划 
wT -ith 
FUER 
RUF adh 
算 子 强 邻 域 
edb 
FTA ee 
Be IY g 


FEF S| sae at { RA 
算 子 的 积 | 端点 


谱 十 五 划 以 上 
谱 点 RER 
HER EË 


edd}. 


[1] 
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